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U M  M O D E L O  E M  D I F E R E N Ç A S  F I N I T A S  P A R A  C A L C U L A R  A  C A M A D A  
L I M I T E  T U R B U L E N T A  E M  S U P E R F Í C I E S  C U R V A S
E s t a  d i s s e r t a ç ã o  foi j u l g a d a  p a r a  a o b t e n ç ã o  do t í t u l o  
de M e s t r e  em C i ê n c i a s  - E s p e c i a l i d a d e  E n g e n h a r i a  M e c â ­
nica.
Ã r e a  de C o n c e n t r a ç ã o  - T e r m o t é c n i c a
e a p r o v a d a  em s u a  f o r m a  f i nal pe l o  C u r s o  de Pps-Gradua. 
ç ã o .
’e r e i r a  F i l h o , P h . D  
O r i e n t a d o r
A p r e s e n t a d a  p e r a n t e  a b a n c a  e x a m i n a d o r a  c o m p o s ­
ta dos p r o f e s s o r e s :
I l l
J j LS.T A  PE. S T m b O LQI-
A _ , B  ,C ,D_ F u n ç õ e s  d a  e q u a ç ã o  do m o v i m e n t o  n a  f o r m a
ü *J «J J
de d i f e r e n ç a s  f i n i t a s
Cf C o e f i c i e n t e  de f r i c ç ã o  local, a d i m e n s Í £
n a l i s a d o .
E M  T e r m o  n a  e q u a ç ã o  do m o v i m e n t o  d a d o  por
( ^ / V )
f F a t o r  q u e  a p a r e c e  nas e q u a ç õ e s  do m o v i  -
m e n t o  em c o o r d e n a d a s  c u r v i l i n e a s ,  d a d o  
por: ( R ( x ) / R ( x ) + y )
H F a t o r  de f o r m a  ( 6 * / 0 ).
K p j K p  C o n s t a n t e  da h i p ó t e s e  d a  V i s c o s i d a d e  Tur^
b u l e n t a ,
% C o m p r i m e n t o  de m i s t u r a .
N M á x i m o  v a l o r d e j  .
R(x) R a i o  l o cal da s u p e r f í c i e  c u r v a
T, Tempo.
T, T e m p o  total.
Uoo (x) V e l o c i d a d e  do e s c o a m e n t o  p o t e n c i a l .
u^ V e l o c i d a d e  i n s t a n t a n e a  n a  d i r e ç ã o  i.
U'^ V e l o c i d a d e  m e d i a  na  d i r e ç ã o  i.
u'. F l u t u a ç ã o  da v e l o c i d a d e  n a  d i r e ç ã o  i.
u* V e l o c i d a d e  de f r i c ç ã o
v ’ F l u t u a ç ã o  da v e l o c i d a d e  n a  d i r e ç ã o  v e r t i c a l
V. V e l o c i d a d e  m é d i a  v e r t i c a l .
V V e l o c i d a d e  n o r m a l  t r a n s f o r m a d a .
IV
y C o o r d e n a d a  v e r t i c a l .
C o o r d e n a d a  v e r t i c a l  t r a n s f o r m a d a  ( y __ü.*
V
6 E s p e s s u r a  da c a m a d a  limite.
e V i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a .
C r i t é r i o  de erro.
K C o n s t a n t e  de V o n  K a r m a n  (0.42)
y V i s c o s i d a d e  d i n â m i c a .
V V i s c o s i d a d e  c i n e m á t i c a  ( —H__ )
P
Ç,n C o o r d e n a d a s  a d i m e n s i o n a i s
p D e n s i d a d e
Ç T e n s o r  ( y - | y  ■ + (-p u * v *) )
Te n s o r  t u r b u l e n t o .
T e n s o r  l a m i n a r  ( y )
3y
P r e ssão de e s t a g n a ç ã o
í n d i c e s
B o rda da c a m a d a  limite
i , j,k N o t a ç ã o  ten s o r i a l :  d e n o t a  d i r e ç õ e s  p a r a l e
la à s u p e r f í c i e  com a m e s m a  d i r e ç ã o  do 
l,m,n fluKo, n o r m a l  a v e l o c i d a d e ,  p a r a l e l a  a
s u p e r f í c i e  mas n o r m a l  ao v e t o r  v e l o c i d a d e .
o A f a s t a d o  da p a r e d e
P P e r t o  da parede.
p N a  parede.
Ô P a r a  u igual 0 , 9 8 9 9 9
S O B R E - E S C R I T O S
V
T u r b u l e n t o
L a m i n a r
Ví
A  G R Á D E C I a  E N T 0 S
Ao c o n c l u i r  este t r a b a l h o  d e s e j o  e x p r e s s a r  m i n h a  
g r a t i d ã o  ãs p é s s o a s  que d i r e t a  ou i n d i r e t a m e n t e  c o n t r i b u ^  
r am p a r a  a r e a l i z a ç ã o  d e s s e  m e u  ideal.
P r i m e i r a m e n t e ,  às p e s s o a s  que c o n t r i b u i r a m  m a i s  
d i r e t a m e n t e  c o m i g o  d u r a n t e  e s ses anos do C u r s o  de M e s t r a ­
do .
Q u e r o  a g r a d e c e r  a:
- L a m a r t i n e  B e z e r r a ,  que m e  a j u d o u  m u i t o  q u a n d o  
d a  m i n h a  v i n d a  p a r a  cã.
- Aos p r o f e s s o r e s  que me t r a n s m i t i r a m ,  com a b n e ­
gação, seus c o n h e c i m e n t o s .
- Ao O r i e n t a d o r ,  Dr. H y p õ l i t o  do V a l l e  P e r e i r a  , 
que a l e m  de me t r a n s m i t i r  os c o n h e c i m e n t o s  da
t e o r i a  de t u r b u l ê n c i a ,  d e d i c o u  a t e n ç ã o  e p a c i e n  
cia d e s d e  as d e d u ç õ e s  ate as c o n c l u s o e s ,  com 
a c o m p r e e n s ã o  de q u e m  jã e n f r e n t o u  essas m e s ­
mas d i f i c u l d a d e s .
-! Aos c o l e g a s  F á b i o  e G o n z a l e s  p e l a  a j u d a  n a  p a £  
te de c o m p u t a ç ã o ,  no i n i c i o  d a  tese.
- Ao p e s s o a l  do D .P .D . , nas p e s s o a s  do J a i m e  e 
do B a r o n  p e l a  s o l i c i t u d e  com que c o l a b o r a r a m  
no a n d a m e n t o  d a  c o m p u t a ç ã o .
-- Aos c o l e g a s  de salá, E d s o n ,  W a l t e r ,  R i c a r d o  , 
V i l s o n  e L u t e r o  que d i v i d i r a m  c o m i g o  os s u c e s ­
sos e i n s u c e s s o s  da l o n g a  cam i n h a d a .
- Aos a m i g o s  que aqui c o n q u i s t e i ,  cujos n o m e s  a- 
l o n g a r i a m  m u i t o  e s s a s  p r i m e i r a s  p á g i n a s ,  p e l o  
apoio, i n c e n t i v o  e calor h u m a n o  que me  p r o p o r ­
c i o n a r  am n e s s e  p e r í o d o  que aqui vivi.
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-7 -Ao -Prof-. A b e l a r d o  M o n t e n e g r o ,  C h e f e  _do D e p a r ­
t a m e n t o  de E n g . M e c â n i c a  da U F P E , p r i n c i p a l  
i n c e n t i v a d o r  da m i n h a  v i n d a  a esse curso.
- A U . F . S . C .  que me deu c o n d i ç õ e s  p l e n a s  de e s ­
tudo e t r a b a l h o .
- A U . F . P E .  que me  i n c l u i u  no P . I . C . D .  H o n r a d o -  
me com a c o n t r a t a ç a o  p a r a  o seu q u a d r o  de pro^ 
fe s s o r e s .
- Ã CAPES, que me p r o p o r c i o n o u  a b o l s a  de e s t u ­
dos sem a qual n ã o  h a v e r i a  a p o s s i b i l i d a d e  de 
ter f e i t o  o curso.
- Aos m e u s  pa i s  e ami g o s  de R e c i f e ,  p e l o  i n c e n ­
tivo c o n s t a n t e .
F i n a l m e n t e ,  q u e r o  d e d i c a r  es s e  t r a b a l h o  a m i n h a  
no i v a ,  c o m p a n h e i r a  fiel de t o d a s  as h o r a s ,  p e l o  i n c e n t i v o ,  
p e l o  d e s p r e n d i m e n t o ,  p e l a  c o m p r e e n s ã o .  A ela, m i n h a  e t e r n a  
g r a t i d ã o .
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0 o b j e t i v o  d e s t e  t r a b a l h o  foi c a l c u l a r  a c a m a d a  
li m i t e  t u r b u l e n t a  e m  s u p e r f í c i e s  cu r v a s  em r e g i m e  p e r m a n e n ­
te. Isto foi c o n s e g u i d o  p a r t i n d o - s e  das e q u a ç õ e s  de N a v i e r  
- S t o c k e s  e da e q u a ç ã o  da c o n t i n u i d a d e ,  p a r a  um  s i s t e m a  de 
c o o r d e n a d a s  c u r v i l í n e a s .
D e v i d o  a n a t u r e z a  a l e a t ó r i a  da t u r b u l ê n c i a  , a- 
p l i c o u - s e  u m  t r a t a m e n t o  e s t a t í s t i c o  ao s i s t e m a  de e q u a ç õ e s .  
Em  c o n s e q ü e n c i a  d e s s e  t r a t a m e n t o  a p a r e c e u  nas e q u a ç õ e s  de 
Navi_er-Stockes u m  t e n s o r  t u r b u l e n t o  que t o r n o u  o n ú m e r o  de. 
v a r i ã v e i s  m a i o r  do que o n u m e r o  de e q u a ç õ e s .  De  m o d o  a c o n ­
t o r n a r  esse p r o b l e m a  foi a d i c i o n a d a  u m a  e q u a ç ã o ,  m o d e l o  m a ­
t e m á t i c o  par a o t e n s o r  de R e y n o l d s .
0 m o d e l o  m a t e m á t i c o  do t e n s o r  e c o m p o s t o  de
duas e q u a ç õ e s  p a r a  a v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a :
u m a  p a r a  a r e g i ã o  p r ó x i m a  d a  p a r e d e  e o u t r a  p a r a  a re - 
g i ç a o  afast a d a .
A c a m a d a  li m i t e  t u r b u l e n t a  f o i  c a l c u l a d a  n u m e r ^  
c a m e n t e ,  por d i f e r e n ç a s  f i n i t a s ,  u s a n d o  u m  s i s t e m a  de g r a d e  
v a r i á v e l ,  d e ,m o d o  a ter p e q u e n o s  i n c r e m e n t o s  p e r t o  da p a r e ­
de.
I n i c i a l m e n t e  foi r e p r o d u z i d o  o c á l c u l o  da c a m a ­
da  l i m i t e  da  p l a c a  p l a n a ,  f a z e n d o - s e  o r a i o  de c u r v a t u r a  
m u i t o  p e q u e n o .  E m  s e g u i d a  foi t e s t a d o  u m  c a n a l  com p e q u e n o  
raio de c u r v a t u r a ,  cujos r e s u l t a d o s  f o r a m  e x c e l e n t e s .
P a r a  se i n i c i a r  o c á l c u l o ,  n e c e s s i t o u - s e  dos 
p e r f i s  de v e l o c i d a d e  ü ^ v  e de Uoo (x) , da e s p e s s u r a  da  c ^  
m a d a  li m i t e  n a q u e l e  p o n t o  e da v e l o c i d a d e  de f ricção.
V e j a  no a p e n d i c e  (C) os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  nos 
c á l c u l o s  dos p a r â m e t r o s  u , u ^,v, £ e Cf.
C A P I T U L O
I N T R O D U Ç Ã O
0 e s t u d o  da c a m a d a  l i m ite, d e v i d o  à i m p o r t â n c i a  de 
suas a p l i c a ç õ e s  na  a e r o d i n â m i c a  de n a v i o s ,  a v i õ e s ,  f o g u e t e s  
e, t a m b é m  n a  t r a n s m i s s ã o  de calor, v e m  d e s d e  o c o m e ç o  do s é ­
culo d e s p e r t a n d o  a a t e n ç ã o  de m u i t o s  p e s q u i s a d o r e s .  R e n o m a  - 
dos c i e n t i s t a s  de ca d a  ê p o c a  v e m  e m p r e s t a n d o  suas c o l a b o r a ­
ções a e á s e  ra m o  d a  m e c â n i c a  dos flu i d o s .
No e s t u d o  d a  c a m a d a  l i m i t e  d e f i n i u - s e  tres r e g i õ e s  
d i s t i n t a s  de p e s q u i s a :  r e g i ã o  l a m i n a r ,  t r a n s i ç ã o  e t u r b u l e n ­
ta.
A r e g i ã o  l a m i n a r  foi a m a i s  a t a c a d a  i n i c i a l m e n t e  , 
d e v i d o  a m a i o r  p o s s i b i l i d a d e  de t r a t a m e n t o  m a t e m á t i c o .  G r a  - 
ças a isto, e x i s t e  nos dias a:tuais , g r a n d e  q u a n t i d a d e  de p r £  
b l e m a s  r e s o l v i d o s  n e s s a  ãrea, p u b l i c a d o s  em l i v r o s  t e c n i c p s ,  
e r e v i s t a s  e s p e c i a l i z a d a s .
Nas ou t r a s  duas r e g i õ e s ,  o a p a r e c i m e n t o  de t e r m o s  
a d i c i o n a i s  nas e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  n a o  l i n e r a r e s ,  t o r n a  o 
p r o b l e m a  de d i f í c i l  s o l u ç ã o  a n a l í t i c a .  P a r t i c u l a r m e n t e  a r e ­
gião t u r b u l e n t a ,  o b j e t o  de n o s s o  e s t u d o ,  alem da n ã o  lineari^ 
dade das e q u a ç õ e s  h ã  a c a r a c t e r í s t i c a  a l e a t ó r i a  do m o v i m e n t o .
Paira se r e s o l v e r  o p r o b l e m a  da c a m a d a  limite t u r b u  
lent^a:_usa-se d e f i n i r  as v a r i á v e i s ,  u e v como s e n d o  somas de 
u m a  v e l o c i d a d e  m e d i a  m a i s  u m a  v e l o c i d a d e  de f l u t u a ç ã o .  Is t o  
e n v o l v e  o a p a r e c i m e n t o  de n o v a s  v a r i á v e i s  nas e q u a ç õ e s .
0 c a r á t e r  r a n d õ m i c o  do m o v i m e n t o  s u s c i t o u  a i d é i a  
de ser d a d o  u m  t r a t a m e n t o  e s t a t í s t i c o  ãs e q u a ç õ e s .  A p l i c o u  -
se e n t ã o  u m a  m é d i a  e m - r e l a ç ã o  ao t e m p o  ãs e q u a ç õ e s  do m o v i  ---
m e n t o  e da c o n t i n u i d a d e .  E m  c o n s e q ü ê n c i a  d e s s a  m é d i a  a p a r e ­
cem nas e q u a ç õ e s  de N a v i e r - S t o c k e s  u m  t e n s o r  t u r b u l e n t o  c u ­
jas c o m p o n e n t e s  são as i m é d i a s  dos p r o d u t o s  das v e l o c i d a d e s  
de f l u t u a ç ã o .
Q u a n t o  ã f o r m a  n ã o  l i n e a r  das equações" n ã o  se po ­
de a l t e r á - l a s  u m a  v e z . q u e  d e s c r e v e m  u m  f e n o m e n o  físico. En - 
t r e t a n t o  em r e l a ç ã o  ao t e n s o r  t u r b u l e n t o  há  duas m a n e i r a s  de
.ae -contorjiar „esse. p r o b l e m a :  t e n t a r  _r_elacion_ar_D;^_^n.sor____de_
R e y n o l d s  a v e l o c i d a d e  m é d i a  p o r  u m a  r e l a ç ã o  e m p í r i c a  ou e x ­
p e r i m e n t a l”;” d e s e n v o l v e r  u m a  e q u a ç ã o  p a r a  o t e n s o r  t u r b u l e n t  
to ou p a r a  a l g u m a s  de suas c o m p o n e n t e s .  .. '
Q u e m  te v e  a i d e i a  de r e l a c i o n a r  o te n s o r  a v e l o ­
ci d a d e  : m é d i a  p o r  u m a  r e l a ç ã o  foi B o u s s i n e s q , que f az e n  
d o . u m a  a n a l o g i a  c o m  e s c o a m e n t o  l a m i n a r ,  d e f i n i u  o t e n s o r  
t u r b u l e n t o  co m o  o p r o d u t o  d a  t a x a  d.e v a r i a ç a o  da v e l o c i d a d e  
n a  d i r e ç ã o  p e r p e n d i c u l a r  ao e s c o a m e n t o  por u m a  v i s c o s i d a d e  
t u r b u l e n t a .  C o n t r i b u i ç õ e s  i m p o r t a n t e s  u s a n d o  B o u s s i n e s q  f o r ­
ram; a t e o r i a  do c o m p r i m e n t o  de m i s t u r a ,  de P r a n d t l ^ ^ ^ ^  e 
da  s i m i l a r i d a d e ,  de V o n  K a r m a n ^ ^ ^ ^ .
N e s s e s  ú l t i m o s  20 anos foi a p r e s e n t a d o  u m  v a s t o  
n u m e r o  de t r a b a l h o s  p r o p o n d o  m o d e l o s  m a t e m á t i c o s  p a r a  o
t e n s o r  de R e y n o l d s ,  d a n d o  grande- itnpulso a p e s q u i s a  da c a m ^  
da l i m i t e  t u r b u l e n t a .
Q u a n t o  a o u t r a  opçao, a . t é c n i c a  c o n s i s t e  em ob - 
ter e q u a ç õ e s  d e r i v a d a s  a p a r t i r  das e q u a ç õ e s  de N a v i e r  - 
Stokes. Isso a u m e n t a  o g r a u  de d i f i c u l d a d e  do p r o b l e m a  
um a  vez que a c a d a  n o v a  e q u a ç ã o  a d i c i o n a d a s  ao sis t e m a ,  a u ­
m e n t a  o n ú m e r o  de v a r i á v e i s  do p r o b l e m á .  A . m e n o s  que se con 
si g a  m a i o r e s  i n f o r m a ç õ e s  s o b r e  o e s c o a m e n t o ,  na o . s e  p o d e r a  
o bter s o l u ç ã o  por esse c a m i n h o  p o r q u e  es s e  p r o c e s s o  i n t r o  - 
duz n o v a s  v a r i á v e i s  no p r o b l e m a  de tal f o r m a  que o n ú m e r o  
d e . v a r i á v e i s  é s e m p r e  m a i o r  que o n ú m e r o  de e q u a ç õ e s .  A  e s ­
se tipo de c o m p o r t a m e n t o  é t r a d i c i o n a l m e n t e  c h a mado de " p r £  
b l e m a  de f e c h a m e n t o " .
0 u s o  do c o m p u t a d o r ,  t r o u x e  g r a n d e  i m p u l s o  p a r a  
a p e s q u i s a  da c a m a d a  l i m i t e  t u r b u l e n t a ,  p e r m i t i n d o  a solu - 
ção dos s i s t e m a s  de e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  n ã o  l i n e a r e s  a n a ­
l i t i c a m e n t e  i n s o l ú v e i s ,  p o r  m é t o d o s  n u m é r i c o s .  0 c o n g r e s s o
i n t e r n a c i o n a l  " C o m p u t a ç ã o  d a  c a m a d a  l i m i t e  t u r b u l e n t a "  r e a -
(2 1 )
l i z a d o  n o  ano de 1968, e m  S t a n f o r d  v e i o  c o n f i r m a r  a i m ­
p o r t â n c i a  do c o m p u t a d o r  n a  á r e a  dè t u r b u l ê n c i a .  Os m é t o d o s
n u m é r i c o s  f o r a m  c l a s s i f i c a d o s  de a c o r d o  c ò m  a fo r m a "  das
. , _- •
e q y a ç õ e s  q u e  g o v e r n a m  o f e n o m e n o  físico.
M é t o d o  d i f e r e n c i a l :  0 s i s t e m a  é c o m p o s t o  de e q u ^  
ções d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s .
M é t o d o  i n t e g r a l :  C u j o  s i s t e m a  é f o r m a d o  p o r  e q u £  
ções d i f e r e n c i a i s  o r d i n á r i a s ,  d e d u z i d a s  a p a r t i r  d a  i n t e g r ^  
ção das e q u a ç õ e s  f u n d a m e n t a i s ,  n a  f o r m a  d i f e r e n c i a l ,d á  c a m ^  
d a  limite.
P a r a  u m a  d'escriçao d e t a l h a d a  d e s s e s  m é t o d o s  v e r  
S c h l i c h t i n g .
0 p r e s e n t e  t r a b a l h o  faz p a r t e  d o  e s f o r ç o  do
P r o f  . - P e r e i r a  H.V. p a r a  d e s e n v o l v e r  aqui n o  B r a s i l ,  u m  métoi
do de c a l c u l a r  c a m a d a  l i m i t e  t u r b u l e n t a  p a r a  s u p e r f í c i e s
p l a n a s  e c u r vas, u s a n d o  o roetodo'di f e r e n c i a l .  N a  r e s o l u ç ã o
do s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  foi u s a d o  o p r o g r a m a  d e s e n v o l v i d o  na
(14)
te s e  de- d o u t o r a d o  do r e f e r i d o  p r o f e s s o r  , f a z e n d o - s e  as 
d e v i d a s  m o d i f i c a ç õ e s  p a r a  t r a b a l h a r  com as e q u a ç õ e s  no s i s ­
t e m a  c u r v i l í n e o  e, a l g u m a s  o u t r a s  m u d a n ç a s  n e c e s s á r i a s  ãs 
c a r a c t e r í s t i c a s  do p r o b l e m a , .
Até o m o m e n t o ,  em r e l a ç a o  a s u p e r f í c i e  p l a n a  , 
n ã o  foi m u i t o  g r a n d e  o n ú m e r o  de t r a b a l h o s  p u b l i c a d o s  n a  á- 
re a  de tutfbulêncía em s u p e r f í c i e s  c u r v a s ,  o q u e  t o r n o u  r e c o m  
■pensador o e s f o r ç o  e m p r e g a d o  na tese.
I
E s s e  t r a b a l h o  n ã o  p o d e r i a  ter sido f e i t o  sem. a 
vali.õs;.a.,..aj.uda de p u b l i c a ç õ e s  como:
W a t t e n d o r f ,  F.L., 1934 ^^3)  ^ E s t u d o  do e f e i t o  de 
c u r v a t u r a  no e s c o a m e n t o  t u r b u l e n t o .  N e s s a  p e s q u i s a  o a u t o r  
i n v e s t i g o u  e x p e r i m e n t a l m e n t e  a d i s t r i b u i ç ã o  da v e l o c i d a d e  
t u r b u l e n t a  em c a n ais, e tubos finos de s e ç ã o  c o n s t a n t e .
(1 2 )
R o d d a m  N a r a s i n h a  e S. K o j h a  , E f e i t o  da  s u p e £  
f í c i e  c u r v a  l o n g i t u d i n a l  nas c a m a d a s  limite. N e s s e  t r a b a l h o  
foi u s a d a  a t é c n i c a  de p e r t u r b a ç ã o  de V o n  D y k e  que e x p a n d e  
e m  s é r i e  de T a y l o r  as v a r i á v e i s  u e v. A e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  
de o r d e m  Ze r o  t.em p o u c a  i n f l u e n c i a  no e f e i t o  de c u r v a t u r a ,  
s e n d o  r e s o l v i d a  s e p a r a d a m e n t e .  As o u t r a s ,  são r e d u z i d a s  por 
u m a  a n á l i s e  de s i m i l a r i d a d e  ã e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  que s ã o  
resolvidas, por m é t o d o s  n u m é r i c o s  u t i l i z a n d o  o c o m p u t a d o r .
-Cebe^cí 19 7 1 - ( 6 )  ,-JEf e.ito__de ^ tr ans ição. par a ça
m a d a s  limi t e s  t u r b u l e n t a s  e m  s u p e r f í c i e s  curvas. N e s s a  pés - 
q u i s a  C e b e c c i  u s o u  a e q u a ç a o  do m o v i m e n t o  e u m  m o d e l o  m a t e m ã  
ti c o  "para o t e n s o r  de R e y n o l d s  c o m p o s t a  de duas ' e q u a ç õ e s  :
U m a  p a r a  a r e g i ã o  p r ó x i m a  e o u t r a  p a r a  a r e g i ã o  a f a s t a d a  da 
pare d e .  As e q u a ç õ e s  f o r a m  t o m a d a s  em c o o r d e n a d a s  p l a n a s ,  ape_ 
nas s e n d o  c o r r i g i d o  o e f e i t o  de c u r v a t u r a  p a r a  a e q u a ç a o  do 
t e n s o r  t u r b u l e n t o .
Dv o r a k ,  F.A., 1972 (8), C a l c u l o  d a  c a m a d a  li m i t e  
t u r b u l e n t a  e j a tos de p a r e d e ,  p a r a  s u p e r f í c i e s  curvas. D v o r a k  
u s o u  a e q u a ç ã o  do m o v i m e n t o  e da c o n t i n u i d a d e  em c o o r d e n a d a s  
c u r v i l í n e a s ,  t o m a n d o  como m o d e l o  do t e n s o r  de R e y n o l d s  a e - 
q u a ç ã o  da h i p ó t e s e  do c o m p r i m e n t o  de m i s t u r a ,  m o d i f i c a d a  por 
V a n  D r i e s t ^ ^ \  p a r a  a r e g i ã o  p r ó x i m a  d a  p a r e d e ,  e a e q u a ç ã o  
d e s e n v o l v i d a  por W y g n a s k  e F i e d l e r  p a r a  a r e g i ã o  a f a s t a d a  d a  
p a r e d e ,  em c o o r d e n a d a s  planas.
So, R . M . S  e M e l o r ,G ., 197 2 ^ ^ , E x p e r i m e n t o  s o b r e  
os e f e i t o s  da c u r v a t u r a  na c a m a d a  limite, t u r b u l e n t a .
N e s s e  t r a b a l h o  foi i n v e s t i g a d o  e x p e r i m è n t a l m e n t e  a c a m a d a  li­
m i t e  t u r b u l e n t a  em s u p e r f í c i e  co n v e x a ,  com r a i o  de c u r v a t u r a  
vari ave 1 .
P a t a n k a r ,  S.V.; Prap, V.S. e S p a l d i n g ,  D.B. .,
(13)
1975 , P r e d i ç a o  do f l u x o  t u r b u l e n t o  em  tubos curvos. 
P r i m e i r a m e n t e  foi a d o t a d o  u m  m d e l o  s i m p l e s  do t e n s o r  de R e y  - 
nolds u s a n d o  a h i p ó t e s e  do c o m p r i m e n t o  de mi s tur.a (Nikur ads e )_ 
que nao c o n c o r d o u  com os dados e x p e r i m e n t a i s .  D i a n t e  d i s s o  
foi a d o t a d o  um  m o d e l o  que r e l a c i o n a  o t e n s o r  ã e n e r g i a  ciné - 
tica e a t a x a  de d i s s i p a ç ã o  ( L a u n d e r  e S p a l d i n g ,1972).
So R .M . S . , 1 9 7 5 ^^ o b t e v e  u m a  e q u a ç a o  p a r a  o ten - 
sor t u r b u l e n t o  em f u n ç a o  da v e l o c i d a d e  m é d i a ,  da r o t a ç a o  é 
da e s c a l a  de c o m p r i m e n t o  da t u r b u l ê n c i a .  P a r a  fl u x o s  em super^ 
fícies pl a n a s  e u m  e s c o a m e n t o  i r r o t a c i o n a l  e s s a  e x p r e s s ã o  r e ­
cai na e q u a ç a o  de P r a n d l t  p a r a  o t e n s o r  t u r b u l e n t o ,  onde o 
c o m p r i m e n t o  de e s c a l a  tem o m e s m o  s i g n i f i c a d o  do c o m p r i m e n t o  
de m i s t u r a .  B a s e a d o  na h i p ó t e s e  de B o u s s i n e s q , d e d u z i u  p a r a  
s u p e r f í c i e s  curvas u m a  e q u a ç a o  p a r a  o t e n s o r  de R e y n o l d s  se - 
m e l h a n t e  a que e s t a m o s  u t i l i z a n d o  no p r e s e n t e  t r a b a l h o  s e m  , 
entretanto', u s a r  n e n h u m  m o d e l o  m a t e m á t i c o  p a r a  a v i s c o s i d a d e
t ü r F u T e n t a  a f i m  de r e s o l v e r  o s i s t e m a .
P e r e i r a ,  H 7 V . , d e s e n v o l v e u  u m -me todo n u m e r l  
CO, r ã p i d o  e e c o n ô m i c o ,  p a r a  c a l c u l a r  a c a m a d a  lim i t e  t u r b u ­
lenta, u t i l i z a n d o - s e  de m o d e l o s  m a t e m a t i c o s  p a r a  o t e n s o r  
t u r b u l e n t o ,  em f u n ç a o  da e n e r g i a  c i n é t i c a  t u r b u l e n t a  e da  ta. 
xa de d i s s i p a ç ã o .
P e r e i r a ,  H . V . , 1 9 7 3 ^ ^ ^ ^  a p l i c o u  a h i p ó t e s e  da
s i m i l a r i d a d e  de V o n  K a r m a n  p a r a  e s c o a m e n t o s  t u r b u l e n t o  a f i m  
de d e s e n v o l v e r  u m a  r e g r a  de d e t e r m i n a ç ã o  da v i s c o s i d a d e  t u r ­
b u l e n t a ,  em r e l a ç ã o  ao c o m p r i m e n t o  de m i s t u r a ,  p a r a  s u p e r f í ­
cies curvas.
0 P r e s e n t e  t r a b a l h o  v i s a  o b t e r  u m  m e t o d o  n u m é r i ­
co p a r a  c a l c u l a r  a c a m a d a  l i m i t e  t u r b u l e n t à e m  s u p e r f í c i e s  
curvas p a r a  e s c o a m e n t o s  i n c o m p r e s s í v e i s . B a s e a d o  n a  h i p ó t e s e  
de B o u s s i n e s q  t o m a m o s  um  m o d e l o  p a r a  a v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n ­
ta c o m p o s t a  d e :duas e q u a ç o e s , a p r i m e i r a  é do c o m p r i m e n t o  de 
m i s t u r a  m o d i f i c a d a  por Van D r i e s t ^ ^ ^  p a r a  a r e g i ã o  p r ó x i m a  
da p a r e d e ,  e a s e g u n d a  p a r a  a r e g i ã o  a f a s t a d a .  0 sistema„ a 
ser d e s e n v o l v i d o  foi c o m p o s t o  p e l a s  e q u a ç õ e s  do m o v i m e n t o ,  e 
as r e l a ç õ e s  p a r a  o t e n s o r  de R e y n o l d s ,  todas t r a n s f o r m a d a s  
p a r a  o s i s t e m a  de c o o r d e n a d a s  c u r v í l i n e a s .
C A P Í T U L O  I I
F O R M U L A Ç Ã O '  DO P R O B L E M A
2.1. S i t u a ç ã o  t e ó r i c a  do p r o b l e m a
No  r e g i m e  t u r b u l e n t o  a p a r e c e  nas e q u a ç õ e s  da 
c o n s e r v a ç ã o  do m o v i m e n t o ,  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  n a o  li - 
n e a r e s , u m  t e n s o r  t u r b u l e n t o .  0 a p a r e c i m e n t o  déste' ten - 
sor t o r n a  i m p o s s í v e l  o c a l c u l o  d a  cáiôíada l i m i t e  türbulen^ 
ta u m a  v e z  que o s i s t e m a  c o m p o s t o  das e q u a ç õ e s  d â  c a m a d a  
i i m i t e  e c o n t i n u i d a d e ,  tem m a i s “v a r i á v e i s  do que o n u m e ­
ro de e q u a ç õ e s .  P a r a  t o m a r  p o s s í v e l  a s o l u ç ã o  d e s t e  s i s ­
te m a  o b t e v e - s e  r e l a ç õ e s  p a r a  o t e n s o r  t u r b u l e n t o  relac^o^ 
n a n d o - o  com o g r a d i e n t e  de v e l o c i d a d e  n a  d i r e ç ã o  da  p e r ­
p e n d i c u l a r  as l i n h a s  de correntes.'
D e  m o d o  a c a l c u l a r  a c a m a d a  l i m T t e  e m  s u p e r ­
f í c i e s  curvas f é z - s e  u m a  t r a n s f o r m a ç ã o  de c o o r d e n a d a s  
nas e q u a ç õ e s  de N a v i e r - S t o k e s  de m ò d o  q u e  o e i x ò  dos x*s 
t e m  a d i r e ç ã o  das l i n h a s  de c o r r e n t e  e o e i x ó  dos y*s 
p e r p e n d i c u l a r  a x, e c o n s e q u e n t e m e n t e  p e r p e n d i c u l a r  -ãs 
j . '  ^ ■ 
li n h a s  de c o r r e n t e  (vide f i g u r a  a b a i x o ) .
2 .2 - E q u a ç õ e s  de N a v i e r - S t o k e s  p a r a  s u p e r f i c i e s  c u r v a s
As e q u a ç õ e s  aqui u s a d a s  sao p a r a  ùm f l u i d o  i n b o m p r e s s ^
vel n e w t o n i a n o .  P a r a  o e s c o a m e n t o  l a m i n a r  e p e r m a n e n t e  temos
( 22) -- ~
■Thompson (pag. 7 72) , as e q u a ç o e s  :
E q u a ç o e s  do m o v i m e n t o
D i r e ç a o  x
9u
fu —  + V
9x
9u , f f 9p .
—  + — vu = - — —^  + V
9y R p 9 X
-2 9^ü 9^u f 9 u '
— _ _  +  ----------------- +  _  —
9x^ 9y R 9y
f2 2f2 8u f^ dR 9v ^ f^ dR 9u
—  u + ---- —  - —  r—  —- + —  y —  —
R' R 9 x R  d x 9 x  R d x 9 x
(2.1)
D i r e ç a o  y
^ 9v . 9v: f 2
fu —  + v — i - — u 
9x : 9yi R
1 9 p
-  + V
P 9y
v





R^ R^ dx R dx 9x
(2 .2 )
8E q u a ç ã o  d a  i c o n t i n u i d a d e
f — ^  í—t ; v  = 0 ' (2.3)
8x 3y R
o n d e
E (x,y) = ----  e, (2.4)
R ( x ) +y
R(x) i o ra i o  da c u r v a t u r a  a s u p e r f í c i e .
2,3 E q u a ç õ e s  de N a v i e r - S t o k e s  a p l i c a d a s  ao 
-regime t u r b u l e n t o .
As e q u a ç õ e s  (2.1) e (2.2) s ã o  t a m b e m  v ã l i d à s  p a  
ra  um e s c o a m e n t o  t u r b u l e n t o  como e q u a ç õ e s  q u e  d e s c r e v e m  as 
v a r i á v e i s  i n s t a n t a n e á  do m o v i m e n t o .
D e ,a c o r d o  c o m  a d e s c r i ç ã o  do é s ç o a m e n t o  m é d i o  * 
d e f i n i r e m o s  as v e l o c i d a d e s  i n s t a n t â n e a s  como:
u = u + u ’ (2.5)
V  = V +.V* <2.6)
P = P 
C = C
o n d e  u é a v e l o c i d a d e  -média n a  d i r e ç ã o  x e _u*_é:.._a f l u t u a  -
ç ã o  d a  v e l o c i d a d e  n e s s a  d i r e ç ã o .  A n a l o g a m e n t e  o m e s m o  se
- • ~ , (9)
p o d e  d i z e r  p a r a  v. P a r a  u m a  m a i o r  c o m p r e e n s ã o  v e r  H i n z e
A  m é d i a  de u m a  v a r i á v e l  A  e m  r e l a ç ã o  ao t e m p o  é
d a d a  por:
T
Í ( T  + L) dL
(2.7)
D e v i d o  ao e s c o a m e n t o  ser i n c o m p r e e n s í v e l  nao s e ­
ra c o n s i d e r a d a  a v a r i a ç ã o  de d e n s i d a d e  d e n t r o  da c a m a d a  l i ­
mite.
S u b s t i t u i n d o - s e  (2.5) e (2.6) e m  (2.3) t e r e m o s :
f _ _ 9 _  (u + u* ) + — --- (v + v^ ) + —^  (v + v' ) = Õ
3 x 9y R
otí ainda,
9x - 9x 9y 3y R - R
A p l i c a n d o  (2.7) a (2.8) e d e p o i s  de a l g u m a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  
ob temos :
que é a e q u a ç ã o  da c o n t i n u i d a d e  p a r a  o e s c o a m e n t o  m é d i o  em 
s u p e r f í c i e s  curvas. Se s e g u i r m o s  o e s c o a m e n t o  com a m e s m a  
v e l o c i d a d e  m é d i a  de s t e ,  so p r e s e n c i a m o s  o e s c o a m e n t o  p u r a -  
m e n t e  t u r b u l e n t o .  • -
Temos e n t a o  que a e q u a ç a o  da c o n t i n u i d a d e  c o n t i n u a  v á l i d a  
e s e r ã :
f  + ... - 0
3y R
- E q u a ç õ e s  do m o v i m e n t o
A p l i c a n d o  o m e s m o  p r o c e d i m e n t o  a (2.1) e (2.2) as e q u a ç õ e s
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do m o v i m e n t o  nas d i r e ç õ e s  x e y, p a r a  o e s c o a m e n t o  t u r b u l e n  
-to, são as s e g u i n t e s  :
D i r e ç ã o  x
9u - 9u f - - 









9y \ 9y R R 9x R^ dx
dR - . f^





9 u‘2 9 v ' u’ 2 f
9x 9v
(2 .1 1 )
R
D i r e ç ã o  y
9v . - 9v 
fu -----  + V — =-—
.9:X 9y






















( v*2 - u'2)
R
( 2 . 12 )
A  d e d u ç ã o  de (2.11) e (2.12) se e n c o n t r a  no a p ê n d i c e  (A).
2.4 - E q u a ç ã o  da C a m a d a  L i m i t e
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As e q u a ç õ e s  de N a v i e r - S t o k e s  t r a d u z e m  u m  b a l a n ç o  
e n t r e  as fo r ç a s  de i n é r c i a  e v i s c o s i d a d e  n u m  e s c o a m e n t o . T e n d o  
es s e  Jbal_anço s i d o  fjeito _.pararb.._.e^C.0.ameji..to ! p o t e n c i a l  , na c a m a d a  
l i m i t e ,  d e v i d o  as suas p e c u l i a r i d a d e s ,  al g u n s  termos dê'ssas e- 
q u à ç õ é s  p o d e r ã o  ser d e s p r e z a d o s  após u m a  a n á l i s e  de m a g n i t u d e ,  
s imp -1 i f i c a n d o-as . ■ "
De mo d o  a f a z e r  u m a  a n á l i s e  de grandeza" nos t e r ­
mos das e q u a ç õ e s  da c o n s e r v a ç ã o  .do m o v i m e n t o  e da c a m a d a  l i m i t e  
é p r e c i s o  d e f i n i r - s e  a l g umas e s c a l a s .
S e j a  a e s c a l a  na d i r e ç ã o  de x e L 2 a e s c a l a  
na d i r e ç ã o  de y (vide f i g u r a  abaixo).,
■ V „ ( x ) . ^ ,
FIG. 2 - C a m a d a  L i m i t e
A d m i t i n d ò - s é  que as f l u t u a ç õ e s  de v e l o c i d a d e  t e n h a m  a m e s m a  o r ­
dem de g r a n d e z a  p o d e - s e  e s c o l h e r  u m a  e s c a l a  "í." p a r a  as f l u t u a ­
ções de v e l o c i d a d e  da o r d e m  de:
s,:= 0 (\ N v * ^ )
Á  e s c o l h a  de uma m é d i a .g e o m é t r i  ca d e v e - s e  ã n a t u r e z a  das v e l o c i  
dades u' e v', que p o d e m  a d q u i r i r  v a l o r e s  p o s i t i v o s  e n e g a t i v o s  
ao longo do tempo.
O l h a n d o - s e  p a r a  a f i g u r a  c o n c l u i - s e  que a r e l a ­
ção e n t r e  L 2 e é m u i t o  p e q u e n a ,  ou seja:
< «  1 (2.13)
Um a  o b s e r v a ç ã o  n e c e s s á r i a . ,  à a n á l i s e  é
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que s e n d o  R(x) da o r d e m  de , d e d u z - s e  n u m a  i n s p e ç ã o  em
o fator...f. I 0 (1 ) (o.t.deni„.de .1 ) q.q u e - n o s  lev-a—ain--
da a v e r i f i c a r  que
* = 0  ) ( 2 . 14 )
R,
D e p o i s  das n e s c e s s ã r i a s  c o n s i d e r a ç õ e s ,  f a r - s e - ã  
a g o r d  o e s t u d o  da  o r d e m  de g r a n d e z a  das e q u a ç õ e s  d a  conti - 
n u i d a d e  e de N a v i e r - S t o k e s .
E q u a ç ã o  da C o n t i n u i d a d e
De a c o r d o  com as t o n s i d e r a ç õ e s  f e i t a s  a c i m a  p o d e  
■se e s c r e v e r  a eq. (2 .9 ) da s e g u i n t e  m a n e i r a :
0 (1 ) . P + 0 i — — -) 0  (v) = 0
o(Lj^) O(L^) :l ^ ■
M u l t i p l i c a n d Q - s e  por -  s e g u e - s e  q u e
p ( v )  
0(1)  . .Plvi- + + 0(1)  = 0 (2 .15 )  
0 (v) 0 ^^2^
A  e q u a ç ã o  (2 .1 5 ) nos l e v a  a c o n c l u i r  o s e g u i n t e :
0 (v) _ <<< 1 (2 . 16 )
0(u)  ^^^1^
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A t r a v é s  das e q . (2.Í3), (2.14), (2.16) e (2.17), 
i e m o s a n a l i s a r  a o r d e m  de g r a n d e z a - d e - (2 . 1 1 ) e (2 .1 2 ) _ o b ­
t e n d o  a s s i m  n u m a  f o r m a  m a i s  s i m p l i f i c a d a  das e q u a ç õ e s  em 
d i s c u s s ã o .









( 2 . 1 7 )









4 ^ --- + _ Í _ _  ( ; « 2 )  ( 2 . 1 9 )
R 9y
Se i n t e g r a r m o s  (2.19) em r e l a ç ã o  a y o b t e r e m o s :




(2 .2 0 )
D e r i v a n d o  a g o r a  em r e l a ç ã o  a x
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SP = d P o  _ p ^  _ J L




( 2 . 2 1 )
C o m o  a o r d e m  de m a g n i t u d e  de e a m e s m a  de 9 u ' ^ / 3 x









(2 . 22 )
U t i l i z a n d o  o t e o r e m a  de B e r n o u i l l e  p o d e r e m o s  o b t e r  o v a l o r  
de dPp 
dx
E n t ã o  s e g u e - s e  -que;









„ , , dUco(x) , 





I n t r o d u z i n d o - s e  (2.23) em (2.18) c h e g a r e m o s  a e q u a ç ã o  d a  ca 
m a d a  limite t u r b u l e n t a  p a r a  s u p e r f í c i e s  curvas p a r a  u m  es - 
c o a m e n t o  b i - d i m e n s i o n a l .
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^  =f uai(x) - d T M x l  f
8y dx 3x , ,







■ 3y \ 9y
- u * v ’
R /
(2.24)
A  d e d u ç ã o  de (2.18) e (2.23) e s t ã o  no  a p ê n d i c e  (A).
2.5. Forma' g é r a i  do p r o b l e m a
A  s o l ü ç â o  do s i s t e m a  de e q u à ç o e s  a b a i x o  nos p e r ­
m i t i r a  o b t e r  a e s p e s s u r a  d a  c a m a d a  l i m i t e ,  os p e r f i s  de v e ­
l o c i d a d e  ao l o n g o  do e s c o a m e n t o  e o u t r o s  p a r â m e t r o s  i m p o r  - 
tantes..
£ í  _âïï_ + ;



















S u j e i t o  ãs s e g u i n t e s  c o n d i ç o e s  de c o n t o r n o :
u = V = 0 quando y = 0
u t e n d e  p a r a  U »  (x) q u a n d o  y t e n d e r  p a r a  ô ( D e l ­
ta) .
A t í t u l o  de o b s e r v a ç ã o ,  R(x) é u m a  r e l a ç ã o  a u x i -  
Xiar e s e m p r e  c o n h e c i d a  u m a  v e z  que é o ra i o  de c u r v a t u r a  * 
da s u p e r f í c i e  n o  p o n t o  x.
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2 . 6 . I n v e s t i g a ç ã o  t ^ õ r í c a  s o b r e  a h i p ó t e s e  de 
uraa V i s c o s i d a d e  T u r b u l e n t a
0 t e rmo v * u ’ que a p a r e c e  na  e q . ( 2 . 2 4 )  e o t e n s o r  
t u r b u l e n t o .  As n o v a s  v a r i a v e i s  v* e ü* t o r n a m  i m p o s s í v e l  a 
r e s o l u ç ã o  do s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  (2.24) e (2.9).
C o m o  jã foi c i t a d o  a n t e r i o r m e n t e ,  u m a  m a n e i r a  de 
c o n t o r n a r  esse p r o b l e m a  é a u t i l i ç ã o  da h i p ó t e s e  de
B o u s s i n e s q  que r e l a c i o n a  o t e n s o r  de R e y n o l d s  ã v e l o c i d a d e  
m é d i a  por u m a  r e l a ç ã o .  A idéia, c o n s i s t e  em f a z e r  u m a  anal^o 
gia com o e s c o a m e n t o  l a m i n a r ,  d e f i n i n d o  o t e n s o r  t u r b u l e n t o  
como o p r o d u t o  de u m a  v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a  p e l o  g r a d i e n t e  
de v e l o c i d a d e .
2.6.1. C o n c e i t o  de V i s c o s i d a d e  T u r b u l e n t a
Em  g e r a l  p o d e - s e  g e n e r a l i z a r  a r e l a ç ã o  e n tre ten
são e d e f o r m a ç ã o ,  d a d a  a b a i x o  por:
Çj r ^ i j k £ ^ k £ (2.25)
onde d k A  são as c o m p o n e n t e s  do t e n s o r  d e f o r m a ç a o  de s e g u n d a  






Onde T s i g n i f i c a  o T r a n s p o s t o  de u m a  m a t r i z .
0 t e n s o r  de q u a r t a  o r d e m  C nos dã  o e s t a d o  de t e n s ã o  n u m  
e l e m e n t o  dé fluido.
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T r a b a l h o s  de L u x t o n ,  R.E.; M a t o n ,  M . J.; B a n n e r  , 
M.L., M . E  e C h e , E . T  a p r e s e n t a m  u m a  d is cus são cu j a con
cl u s ã o  ê que a v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a  deve ser u m  t e n s o r  de 
quartz, o r d e m  se existir^ g r a d i e n t e  m ê d i o  de v e l o c i d a d e  no 
c a m p o . _:
Se a s s u m i r m o s  que a v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a  " e " e 
u m  t e n s o r  de q u a r t a  ordem, de a c o r d o  com (2.25) e por u m a  
g e n e r a l i z a ç ã o  da h i p ó t e s e  de B o u s s i n e s q ,  ir e m o s  o b ter o ten 
sor t u r b u l e n t o  como: •
- u!u! = pe., d,
‘ 1 j j Km k m
(22) -.r




f • • . jr 9V . . fu IX IX + f ---- xy IX - ---- ly ix . +
9x R / “ ~ ~9x ~ ~ R
ix iy +: -- iy iy (2.28)
9y ' 9y
: I n t r o d u z i n d o - s e  (2.28) em (2.26) t e r e m o s  que D s e r i  d a d o  
p o r :
f
9 u ^ f V 1 ^ 9 V _ f u ^
9 x  R 2 9 x  R 3 y
9 X ■ R 9 y 9 y
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Baseado.^n a  e q u a ç ã o  (2.24), a ú n i c a  comptínente de que
...aparece é
■pv'u' *» p£ d,
- x j k m  k m
- p v’u' *= e d + 2e d + e d
xyxx. X X  x y x y  xy x y y y  .yy
(2.30)
C o m b i n a n d o  (2.30) com (2.39) t e r e m o s :
-p u*v’ = p e :■ f —iíí— + —É Z— + „£
3x R 
£ _ 3 i _  - .i L .  - ^  ♦ e - ãL-  (2 .31 )
,,3x E,^  9y 9y
2.6.2. A n á l i s e  da  o r d e m  de g r a n d e z a  dos termos
B a s e a d o s  em (2 . 3 1 ) , ( 2 . 1 4 )  e (2.16) p o d e - s e  e s ­
c r e v e r  ;
= 0(1) - - + 0 ( v ) . 0 (—^ — )= 0(1) — +
8x R O(L^) O(Lj^)
 ^ 0 (ü )0 (^2 ) g g 8y  ' _ . fü ,
O(L^) 3x ^  R 8y
0 (l)0 (v) _ o ( ü ) 0  ( - i ____ ) , - 0 ( i ) 0-(^2 )0 (ü) ^
O(L^) 0(L2) 0 ( L,)
- 0(ü) + 0(-ü)
O(L^) 0(1^)
av 0(V) ^ 0 ( Ü )0 (^2 ) ^ Q(u)
3y 0 ( L2 ) P(Lj^)0 (L2 ) 0 (L.2 )
De a c o r d o  com (3.7) p o d e m o s  e s c r e v e r
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0(1) 0 ( « ) 0 (  2 )
O(L^) O(L^)
/ 0 ( l ) Q < u ) Q ( ^ 2 ^
O(L^)
_  + 
0(Li)









0(1) 0(^2) ^ 0(^‘2) \ ^ /0(1)0(^"J.)
OÍL^) j \ O(Lj^)O(L^)
- O(L^) + 0(L,)| +
+ 0(L2) (2.33)
N u m a  r á p i d a  o l h a d a  v e m o s  que o p r i m e i r o  t e r m o  e <<<1, 
Da m e s m a  forma, o t e r c e i r o  é da 0 (^2 ) e o s e g u n d o  a p r o x i m a d a m e n ­
te da o r d e m  de + o r d e m  de L^f por c o n s e q u i e n t e , b e m  m a i o r  do 





N u m a  s e g u n d a  v e r i f i c a ç ã o  e m  (2.32) v e m o s  que e
3x
- j f u 3u 
m u i t o  m e n o r  do qiie -----  e ----
R 3y
S e n d o  assim, (2.34) f i c a  :






P r a n d l t  a p r e s e n t o u  u m a  e x p r e s s ã o  p a r a  Ç 
e s c o a m e n t o  - em s u p e r f í c i e s  sur-vas-Watteadorf .
(t)
n u m





N e s s a  p u b l i c a ç ã o  W a t t e n d o r f  faz u m a  i n v e s t i g a ç ã o  * 
p a r a  d e s c o b r i r  q uais das duas e x p r e s s õ e s  (2.35) e (2.36) d e £  
c r eve m e l h o r  o c o m p o r t a m e n t o  do t e n s o r  de R e y n o l d s .  V é r i f i  - 
c à~se na  fig. 11 do seu t r a b a l h o  que (2.35) e que m e l h o r  se 
a p r o x i m a  dos r e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a i s ,  c o n t u d o ,  n ã o  h a  u m a  
s e g u r a n ç a  em se a f i r m a r  que (2.35) é o m e l h o r  m o d e l o  p a r a  
u m a  v e z  que na d e t e r m i n a ç ã o  do t e n s o r  vis cos idade t u r -  
b ü l e n t a ,  x yxy, a p a r e c e m  v a r i a s  c o n s t a n t e s .  U m a  v a r i a ç ã o  de 
seus v a l o r e s  m o d i f i c a r a  t a m b e m  o c o m p o r t a m e n t o  de (2.36).
K i n n e y ,R .B .J r . ^ a p l i c a n d o  a h i p ó t e s e  da  s i m i l a ­
r i d a d e  de V o n  K a r m a n  p a r a  s u p e r f í c i e  c i l í n d r i c a s  c h e g o u  a 
c o n c l u s ã o  que (2.35) e o m e l h o r  m o d e l o  de p a r a  e s s a  gèo^
m e t r i a .
De.Tmòdo a e s c o l h e r  e n t r e  (2.35) e (2.36) no p r e s e n  
te t r a b a l h o ,  u t i l i z o u - s e  a H i p ó t e s e  de S i m i l a r i d a d e  de V o n  
K a r m a n  e o b t e v e - s e  que o m e l h o r  m o d e l o  p a r a  o t e n s o r  de R e y ­
n o l d s  é:. .







Ver d e s e n v o l v i m e n t o  em
C o m p a r a n d o  (2.37) c o m  (2.37) t ê m - s e  a e x p r e s s ã o  p a  
ra o t e n s o r  v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a ,  q u e  serã;





( 2 . 3 8 )
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2.6.3. M o d e l o  m a t e m á t i c o  da V i s c o s i d a d e  T u r b u l e n t a .
Pa r a  e f e i t o  de estu d o ,  a c a m a d a  l i m i t e  t u r b u l e n t a  * 
po d e  ser d i v i d i d a  em très zonas ou r e g i õ e s ,  A p r i m e i r a ,  c h a ­
m a d a  s u b c a m a d a  lam i n a r ,  f i c a  a d j a c e n t e  a p a r e d e  e c a r a c t e r i -  
za-se pe l a  p r e d o m i n â n c i a  do e s c o a m e n t o  v i s c o s o .  Em c o n s e q u e n  
cia disso, n e s s a  r e g ião, o g r a d i e n t e  de v e l o c i d a d e  na di r e  - 
ção y v a r i a  l i n e a r m e n t e  com a v e l o c i d a d e  m e d i a  do e s c o a m e n t o .
Na s e g u n d a  zona, i n t e r m e d i a r i a ,  o e s c o a m e n t o  v i s c o ­
so vai d a n d o  lugar' a vi'uma c r e s c e n t e  t u r b u l ê n c i a ,  que a t i n g e  
'o v a l o r  m á x i m o  n e s s a  região.
No r e s t a n t e  da c a m a d a  limite, a t e r c e i r a  zona, a 
re g i ã o  compreetidida e n tre 0.46 e 1.26 o e s c o a m e n t o  e i n t e r m ^  
t e n t e m e n t e  t u r b u l e n t o  e não t u r b u l e n t o ,  com c o n t í n u o  d e c r é s ­
cimo da e n e r g i a  c i n é t i c a  t u r b u l e n t a ,  ate que l e n t a m e n t e  a t i n  
ja o e s c o a m e n t o  p o t e n c i a l .
De modo a se ter u m a  e x p r e s s ã o  que r e p r e s e n t e  o c o m  
p o r t a m e n t o  da v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a  e s c o l h e u - s e  p a r a  a re -
giao p e r t o  da p a r e d e  a r e l a ç a o  de Van Drieiít
(19)
giao a f a s t a d a ,  a de C l a u s e r
(7) e p a r a  a r e -
2.6.4. H i p ó t e s e s  da V i s c o s i d a d e  T u r b u l e n t a .
Para a r e g i ã o  p r ó x i m a  da p a r e d e  a e x p r e s s ã o  de V a n  
D r i e s t  a d p t a d a  p a r a  s u p e r f í c i e s  curvas é d a d a  por:
1 “ EXP(- y / h )
u
3y R
onde, Kp é u m a  c o n s t a n t e ,  e A tem o s e g u i n t e  valor:
(2.39)
A = 26 V
(2 . 4 0 )
2 2
V a l e  s a l i e n t a r  que e s s e  m o d e l o  foi d e s e n v o l v i d o
p a r a  e s c o a m e n t o  sem g r a d i e n t e  de p r e s s ã o ^  de m o d o que os ca^
sos testes e s c o l h i d o s  s a t i s f a z e m  e s s a  c o n d i ç ã o .
(21)
S e g u n d o  C e b e c c i  p a r a  se a d a p t a r  (2.39) p a r a
e s c o a m e n t o  com g r a d i e n t e  de p r e s s ã o  é ne.cessârio a modifica, 






S u g e r i m o s  p a r a  f u t u r o s  t r a b a l h o s ,  o c a l c u l o  da
3 P
c a m a d á  limite em e s c o a m e n t o  onde a p a r e ç a  —5--- , u s a n d o  *
(21) ~
(2.41) pois, s e g u n d o  C e b e c c i  a n a o  c o r r e ç ã o  de (2.40)
a c a r r e t a r a  des c o n t i n u i d a d e  nos p e r f i s  de v e l o c i d a d e .
A o u t r a  e x p r e s s ã o  do m o d e l o  da  v i s c o s i d a d e  t u r ­
b u l e n t a  é a s e g u i n t e :
= p Uoo(x) 6 * y (2.42)
onde; ô*, e a e s p e s s u r a  de d e s l o c a m e n t o  cujo v a l o r  nos 
tra a e x p r e s s ã o  abaixo:
m o s -
u
dy (2.43)
e Y, é o f a t o r  de i n t e r m i t ê n c i a ,  d a d o  por
-1
1 + 5.5 .(y/ô) (2.44)
D e v i d o  a c a r a c t e r í s t i c a  a l e a t ó r i a  do m o v i m e n t o ,  
a b o r d a  da  c a m a d a  limite t u r b u l e n t a  e i r r e g u l a r  a p r e s e n t a n ­
do p i cos e d e p r e s s õ e s  onde se m i s t u r a m  e s c o a m e n t o  t u r b u l e n  
to e não t u r b u l e n t o .
N e s s a  r e g i ã o  i n t e r m i t e n t e ,  c o m p r e e n d i d a  e n t r e  0.4Ô e 1.02Ô,
23
á e n e r g i a  t u r b u l e n t a  e d e c r e s c e n t e .  De m o d o  a m e l b o r  ajus - 
tar o m o d e l o  da v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a ,  de C l a u s e r ,  K l e b a  ~ 
noff i n t r o d u z i u  o f ator de intermitên■•.ia que s i g n i f i c a  a 
fra ç ã o  de tempo em que o e s c o a m e n t o  e t u r b u l e n t o .  Esse f a ­
tor so assume v a l o r e s  s i g n i f i c a t i v o s  coiuo se vê por (2.44), 
n e s s a  r e g i ã o  da i n t e r m i t ê n c i a .
S i m u l a n d o  a v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a ,  (2.39) e 
u s a d a  ate que elas a t i n j a m  a um m e s m o  va l o r *  A p a r t i r  daqu_e 
le p o n t o  (2.42) ê a s s u m i d a  ate que u atirí|a 0 . 9 8 9 9 9  do e s ­
c o a m e n t o  p o t e n c i a l .
2.5. M o d e l o  m a t e m á t i c o  do p r o b 1 ema
E q u a ç õ e s :
E q u a ç ã o  da C o n s e r v a ç ã o  do m o v i m e n t o













( 2 . 9 )
C o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o
u = V = 0 q u a n d o  y - 0
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u t e n d e  p a r a  ü (x) <juando- y t e n d e  p a r a  
M o d e l o  da v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a .
on d e  K «= ' 0 . 4 e K = 0 . 0 1 6 8 .  
p ■ o
■ R e l a ç ã o  a u x i l i a r
e = f 1 - EXP (~ y/ô)
2 9u fü
P P ■ 8y R
e
o
= Uco(x) ô* . Y
(2.39)
(2.42)
R ( x )
R ( x ) + y
(2.4)
A n t e s  de a p r e s e n t a r  o m é t o d o  de r e s o l u ç ã o  do 
m o d e l o  f a z - s e  n e c e s s á r i o  a l g u m a s  c o n s i d e r a ç õ e s :
a) - Ao  l o n g o  do e s c o a m e n t o ,  do i s  p o n t o s  d e v e m  
m e r e c e r  n o s s a  a t e n ç ã o ;  o p o n t o  de t r a n s i ­
ção 8 0 de s e p a r a ç ã o .
A  r e g i ã o  onde o c o r r e  a t r a n s i ç ã o  po d e  ser p r e ­
v i s t a s  de v á r i a s  m a n e i r a s .  P o d e - s e  d e t e r m i n á - l a  u s a n d o  o m é  
todo de V a n  D r i e s t ,  G r a n v i l l e ,  Sm i t h ,  G a n b e r o n i  ou a i n d a  a- 
través do f a t o r  de f o r m a  H, dado pqr
r.*
H = ---^--- (2*46)
0
No r e g i m e  l a m i n a r ,  a t r a n s i ç ã o  o c o r r e r a  p a r a  v a l o r e s  de H 
c o m p r e e n d i d a s  e n t r e  1,4 e 2 .6 . ..
P a r a  a e s c o l h a  do m e l h o r  m é t o d o ,  d e v e  ser f e i ­
to um  e s t u d o  a c u r a d o ,  c d n t u d o  e s s a  i n v e s t i g a ç ã o  foge ao ob-
25
j e t i v o  do p r e s e n t e  t r a b a l h o .
(21)
b) q u a n t o  ao p o n t o " d ê  s è p ã r á ç a o ,  s e g u n d o  ,
u m  c a m i n h o  de d e t e r m i n a - l o ,  s i m p l e s ,  do p o n ­
to de v i s t a  de c o m p u t a ç ã o  e s e g u r o  _do p ó n t o  
d e  v i s t a  m a t e m á t i c o ,  é d e t e r m i n a r  o p o n t o  on 
de Ç p  ® 0 ( t e n s o r  n a  p a r e d e ) .  A r i g o r  n ã o  * 
e x a t a m e n t e  z e r o  m a s , u m  v a l o r  m u i t o  pequeno. 
A t r a v é s  do c á l c u l o  de H p o d e - s e  c o n f i r m a r  a 
c o e r ê n c i a  dos n o s s o s  r e s u l t a d o s ,  u m a  v e z  que 
p a r a  v a l o r e s  de H c o m p r e e n d i d a s  e n t r e  1.8 e
2 . 8  a s e p a r a ç ã o  e s t á  e m i n e n t e  n u m  r e g i m e  tur^. 
b u l e n t o .
2.6. A d i m e n s i o n a l i z a ç ã o  e M u d a n ç a  de C o o r d e n a  
das .
A- fim de f a c i i i t a r  a r e s o l u ç ã o  do s i s t e m a  v a m o s  
a d i m e n s i o n a l í z á - l o  e f a z e r  u m a  t r a n s f o r m a ç ã o  de c o o r d e n a d a s .
• \
D e f i n i m o s
V (2.47)
Uco(x)y
( 2 Ç ) %
Ut9(x)
dx (2.48)
I n t r o d u z i n d o  (2.47) e (2.48) nas e q u a ç õ e s  do m £  
d e l o  e d e p o i s  de a l g u m a s  s i m p l i f i c a ç õ e s  o b t e r e m o s :
E q u a ç ã o  do m o v i m e n t o
(2 Ç ) ^ ^  fu
2n
Su ^ ^ 3u ^ ^ (2Ç);-“ dUco(x) 









f u p.\ 4. (2ç;

















E g u a ç a o d a c o n t i n u i d a d e
(2.50)
M o d e l o  da v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a
! p = y^P. I - EXP -
vU*
2
3 u'^  „
V 26 V 3y r/ î
(2.51)










'n = 7 ^ “
u, (x) =
U ( K )
As deduço'es de ( 2.49 ), ( 2.50), (2.51), (2.52) se 
e n c o n t r a m  no a p ê n d i c e  (c).
C A P Í T U L O  I I I
3.1. 0 m o d e l o  em d i f e r e n ç a s  f i n i t a s
0 p e r f i l  de v e l o c i d a d e  a p r e s e n t a  u m a  v a r i a ç ã o  de v e l o  
c i d a d e  m u i t o  g r a n d e  na  r e g i ã o  p r ó x i m a  da p a r e d e  e d e p o i s  p e r m a n e ­
ce q u a s e  que c o n s t a n t e .  E s c o l h e u - s e  p ois, u m a  m a l h a  de p o n t o s  v a ­
r i á v e i s  de m o d o  que p o s s u i  i n c r e m e n t o s  pequeno.s_. na r e g i ã o  de 
m a i o r  v a r i a ç ã o  e i n c r e m e n t o s  g r a n d e s  onde a'"taxa de v a r i ç ã o  i 
p e q u e n a .  , ,
A c a m a d a  lim i t e  s e r a  d i v i d i d a  n u m a  m a l h a  de p o n t o s  (i,j) c o m  in - 
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l(i + l/2. 
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F I G.2 - M a l h a  v a r i a v e l
28
- A  m a l h a  p o d e  ser variável^ em e em_AÇj^. N a  d i r e ç ã õ  r\ a
g r a d e  Af|. é e s c o l h i d a  de m o d o  que t e n h a  u m a  v a r i a ç ã o  s e g u n d o  
u m a  p r o g r e s s ã o  g e o m e t r i c a ,  que g a r á n t e  u m  a j u s t a m e n t o  às c a ­
r a c t e r í s t i c a s  do p e r f i l  de v e l o c i d a d e .  0 i n c r e m e n t o  Ar). é 
da d o  p o r :
An “ K (3.1)
F e i t a s  as c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  a e s c o l h a  da m a l h a ,
o p a s s o  s e g u i n t e  é r e p r e s e n t a r  e m  difer.enças f i n i t a s  os t e r ­
mos d i f e r e n c i a i s  das e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s .  As d e r i v a d a s  e- 
q u a ç õ e s  são r e p r e s e n t a d a  no p o n t o  ( i + j / 2 , j , )  t e n d o  em v i s t a  
q ue consi'tui-se n u m a  m e l h o r  a p r o x i m a ç ã o ,  u m a  v e z  que r e p r e  - 
s e n t a  um  v a l o r  m é d i o  como. m o s t r a  a e q u a ç ã o  abaixo:
^ i + l / 2 , j , K (3.2)
onde f é u m a  f u n ç ã o  q u a l q u e r  e K i n d i c a  a i t e r a ç ã o  em que 
é e x p l i c i t o  o v a l o r  de f.
A s ; d e r i v a d a s  em r e l a ç ã o  a Ç e n são d a das p e l a s  










1/2 ^ i - H , j + l  ~ ^i + l , j-l
f. - f.
A n . + A n . _ ,
/
(3.4)
Na e q u a ç ã o  do m o v i m e n t o  h á  te r m o s  c o m  d e r i v a d a  S £  
g u n d a  que foi d i s c r e t i z a d o  em termos de 1- o r d e m s  da s e g u i n ­








A n . (An^+An
+ ^^i + 1/2, j+1/2
An ■ (Ari; + An3 ^
^i + l / 2 , j - l / 2  ___ J - 1  ^
An._^(Ari + '^’''•-1^
J -J -}
( 3 . 5 )
Como o s i s t e m a  de e q u a ç o è s  do p r o b l e m a  ê não l i n e t a r  , 
de mo d o  a r e s o l v e - l o ,  foi t r a n s f o r m a d o  eni e q u a ç õ e s  lin e a r e s  como 
nas e x p r e s s õ e s  que se seguem:
9u
u -------  ^ u .
i + 1 / 2  j,k-l
I ^ í^ + 1 , j ,k , j ,k \
AÇ ■









t “í,3-l.fc-X  ^
A n j + A n . _ j  /
( 3 . 7 )
f U'
0 n
^i + l / 2 , j ,k-l •-^^141,3 ^k-l 
R
n
( 3 . 8 )
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Os termos de c u r v a t u r a  na e q u a ç ã o  do m o v i m e n t o  f o r a m  
c o n s i d e r a d o s  todos na i t e r a ç a o  a n t e r i o r  p a r a  c o n t o r n a r  o p r o b l e  
m a  da não l i n e a r i d a d e .
A t r a n s f o r m a ç ã o  das e q u a ç õ e s  em d i f e r a n ç a s  f i n i t a s  
se e n c o n t r a  no a p ê n d i c e  ( B ) .
F e i t a  a t r a n s f o r m a ç ã o  em diferençais fin i t a s ,  a e q u a ­
ção do m o v i m e n t o  a d q u i r e  a f o r m a  li n e a r  t r i d i a g o n a l  da e q u a ç ã o  
abaixo:
A.u -.í + B.u. .+C.U. . « D .  (3.9)
j j 1 + 1 , j 2 .1
onde A . , B . , C . , D .  são m a t r i z e s .  
J J J J
A e q u a ç ã o  (3.8). pode ser r e s o l v i d a  pa r a  + j se
for c o n h e c i d a  a d i s t r i b u i ç ã o  de u. .. Isso s i g n i f i c a  que d e v e r á
s J
ser f o r n e c i d o  um perfil de v e l o c i d  ade ini ciai para ser come çad a 
a c o m p u t a ç a o .  Os v a l o r e s  dos c o e f i c i e n t e s  A., , C . são d a d o s  a- 
b a i x o :
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j AÇ Ãrij (Anj+úiij__, )
* ’^''^ '’i * i n . s - \ n
Arij„^(An +
^ _ ^i-H/2, j + j - 1/2___
 ^ 2(Ari .+Ari ._, ) Ar|._,(Ar!._ + An. ,)




D. = ^i + 1 / 2 ,  j ^
j  2 ( A r i j + A ti j  A r j  j  ( A r i j + A r i j  _ j ^ )
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* ^"~"^^’i* l / 2 . i ^ l / 2 _______
A n j ( A n  + An^__^) An.^ (Ad . -, Ári^_ , )
+ ^i + l/2, j_____ ^ '^’•'^ '^ '^^ ,^. + 1/2, j-l-l./2 ^
2 ( A n j + A n . _ i )  An.„]^(An,„^
( l + e / ^ ) i  4 ^ 1  2
+ --------------- --------------  + P R E S M  (1-uf^, . , ,) +
2(Arij + Arij_^) ' i + l / 2 , j , k - i
+ P R E S M  ( n. • f..,-, /o • ---- í 1 Í Í 1 í-ÍlL _  +





i + 1 / 2 ,j • ^ í + l / 2 .i,k-l 
R . 
n i + i / 2 ,j
dr)
+ f. 2n




1 + 1 / 2 . i • ’^i - H / 2 ,j ,k-l 
^ n i + 1 / 2
drj +
(2pN 2n 
+ - ^^i^-1/2 •  ^Í  + 1/2.Í • ^ L l / 2 , j , k ~ l
( C . :
i + 1 / 2  • \ i  + l/2 ^
(3.13)
Onde






Os v a l o r e s  de D., em c a d a  i t e r a ç ã o ,  são C £
M  3 3 «I 3
n h e c i d o s  da i t e r a ç a o  a n t e r i o r .  Os v a l o r e s  de u. • , , p a r a  j«l
e j=N são c o n h e c i d o s  p elas c o n d i ç õ e s  de c o n t o r n o  u. = 0, n a  p a -
redé, e u. = 0 , 9 8 9 9 9 ,  d e f i n i ç ã o  da c a m a d a  limite.
X  , N  ^
A e q u a ç a o  (3.8) r e p r e s e n t a  uiü sisteina t r i d i a g o n a l  de 
N-2 e q u a ç õ e s  a N-2 i n c ó g n i t a s ,  s e n d o  K o n u m e r o  de p o n t o s  n a  dirje 
ção n , cuja s o l u ç ã o  é da d o  pela s e g u i n t e  e x p r e s s ã o :
^i + l,j ■ ^ i + l , j + l (3.14)




B. + C.G. , 
J J J-1
(3.15)
( 3 . 16 )
3 3
3.2. R e s o l u ç ã o  do s i s t e m a
0 c á l c u l o  do s i s t e m a  e i n i c i a d o  no p o n t o  N, cujo v a l o r  
de u ê c o n h e c i d o .  De acordo com (3.14), c a l c u l a d o  u, . p o d e  ~ se 
o b t e r  o v a l o r  de e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e  ate a p a r e d e .  Qu a n
to as e q u a ç õ e s  (3.15) e (3.16), sao c a l c u l a d a s  i n i c i a l m e n t e  na 
parede, onde a p l i c a d a  ã c o n d i ç ã o  de c o n t o r n o  ■. i m p l i c a r a  ene
= 0 e - 0 (3.17)
0 n ú m e r o  de po n t o s  N na d i r e ç ã o  de y po d e  ser d e f i n i d o  
de duas m a n e i r a s .  D e s d e  que se sabe que os Í R c r e m e n t o s  Ari^ sao
dados por uma p r o g r e s s ã o  g e o m é t r i c a ,  s e r a  p r e c i s o  de a c o r d o  com 
(3.1) c o n h e c e r  K e N p a r a  que seja e f e t u a d o  a s o l u ç ã o  de
(3.9). 0 valor de Artj deve-, ser e s c o l h i d o  m u i t o  p e q u e n o  t e n d o  em 
v i s t a  a gr a n d e  v a r i a ç a o  de u p e r t o  da parede. R e s t a  a i n d a  a e s c o ­
lha de K e N. Se foi e s p e c i f i c a d o  o v a l o r  de N, n e c e s s i t a - s e  re - 
c a l c u l a r  o K p a r a  cada i t e r a ç ã o ,  ao p a s s o  que s e n d o  d a d o  o v a l o r  
de K, a c o m p u t a ç ã o  t o r n a - s e  ma i s  r a p i d a  e. sem p r o b l e m a s  q u a n t o  a 
p r e c i s ã o  desejada.
A l g u n s  p e s q u i s a d o r e s ,  C e b e c c i  and Smith, B e c k w i t h  and B u s h n ell^^^^ 
tem r e c o m e n d a d o s  v a l o r e s  e n tre 1. e. 1.05,
C o n h e c i d o  K, o p r o c e d i m e n t o  p a r a  d e t e r m i n a r  os nume 
ros de pontos N i c a l c u l a r  o n ú m e r o  de poxítot? j p e l a  e q u a ç a o ( 3 . 1 )  
d e s d e  a p a r e d e  ate a c o n d i ç ã o  de c o n t o r n o  do topo da c a m a d a  l i m i ­
te, u . = 0 , 98999. E n t r e t a n t o  a c o n d i ç ã o  abaixo, deve ser s a t i s -
1 , N
f e i t a n O t O p O d a c ara,ad a 1 im i t e .
9u
3ri
'n = nj (3.18)
Onde ô e um v a l o r  m u i t o  p e q u e n o  (0(10 )). C o l o c a n d o  (3.18) 





A p l i c a n d o  (3.14) em (3.9), l e v a n d o - s e  em c o n s i d e r a ­
ção que para = 0 . 9 8 9 9 9  n = e, su b s t i tu ind o-s e em
(3.19) t e r e m o s :
u^(l (3.20)
P a r a  cada est a ç ã o ,  a c o m p u t a ç a o  e e f â t u a d a  até que 
seja s a t i s f e i t a  a c o n d i ç ã o  (3.20) e d e s t e  m o d o ,  e s t a  determi^ 
n a d o  o n o v o  v a l o r  de N, uma vez que a u m e n t a  com o a u m e n ­
to d e Ç .
P r o s s e g u i n d o  a c o m p u t a ç a o ,  d e p o i s  de c a l c u l a d o  os
v a l o r e s  de u. , - r e c a l c u l a - s e  os v a l o r e s  de V..  ^ . na equa 
_ .L + 1. / 2,J ~
çao da c o n t i n u i d a d e .  F e i t o  isso, r e c o m e ç a ~ s e  o p r o c e s s o  i t e ­
r a t i v o  ate que o v a l o r  de j tenha c o n v e r g i d o .  0 c r i t é r i o  
de c o n v e r g e n c i a  e s c o l h i d o  é b a s e a d o  no te n s o r  l a m i n a r  na pare 







P , K - 1
(3.21)
3 5
Onde P e K s i g n i f i c a m  o v a l o r  de Ç na  p a r e d e ,  n a  i t e r a ç a o  K. 0
-3 , -*•
v a l o r  àe C e da o r d e m  de 10 . L e v a n d o - s e  em c o n s i d e r a ç a o  a
c o n d i ç ã o  de c o n t o r n o  da c a m a d a  li m i t e  na p a r e d e  e, e s c r e v e n d o
(3 .2 1 ) em d i f e r e n ç a s  f i n i t a s  p o d e - s e  c o n s e g u i r  u m a  f o r m a  m a i s
s i m p l i f i c a d a  d e s s a  d e s i g u a l d a d e ,  como nos m o s t r a  a e q u a ç ã o  que 
se segue:
< u
i + l , 2 , K ( 3 . 2 2 )
S a t i s f a z e n d o  o c r i t é r i o  de coftvergência, c o m e ç a  o 
c a l c u l o  de o u t r a  e stação.
~ C o n s i d e r a ç õ e s  sobre a e q u a ç ã o  da c o n t i n u i d a d e
S a b e-se que o p r e s e n t e  m é t o d o  n e c e s s i t a  p a r a  o 
i n í c i o  da c o m p u t a ç ã o  do p e r f i l  i n i c i a l  de v e l o c i d a d e .  D e d i q u e  - 
se a t e n ç ã o  agora, p a r a  o p e r f i l  da c o m p o n e n t e  d a  v e l o c i d a d e  na 
d i r e ç ã o  r). Como não exi s t e  n e n h u m  d a d o  e x p e r i m e n t a l  p a r a  tal 
c o m p o n e n t e ,  V é d e f i n i d o  em f u n ç ã o  d a  e q u a ç a o  d a  c o n t i n u i d a d e ,  
no p o n t o  i+1/2,j (Veja A p ê n d i c e  ( B ) .
'^ i + l / 2 ,j “ '^ i + l / 2 ,j-l




i + 1 /2 , j - l / 2




1+ —J_I_L (2?')’^ _ L





A eq. (3.23) p o d e  ser t o m a d a  como perfil i n i c i a l
de V.
Uma o u t r a  m a n e i r a  i p a r t i n d o  da defixiiçáo de V (Veja e x p r e s  - 
são adiante) fazer v ® 0 ou igual a u m  v^.







N e s t e  t r a b a l h o  t o m o u - s e  o v. » 0 e como p e r f i l  i- 






( 3 . 2 5 )
Na p á g i n a  s e g u i n t e  p o d e - s e  ter u m a  v i s ã o  g l o b a l  do 
m é t o d o  n u m é r i c o  u s a d o  p a r a  c a l c u l a r  a caatada. li m i t e  t u r b u l e n t a ,  
a t r avés da a p r e s e n t a ç ã o  de ura fluxograina do p r o g r a m a  u s a d o .
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E N T R Â D Â
S U B ~ R O T I N A  QUE G E R A  E C A L C Ü i A  
P E R F I L  E "N" I N I C I A I S
V A L O R E S  O B T I D O S  DE 
Uoo(x) ; D E R I V A D A  DE 
U®(x)
C Ã L C U L O  DE A Bj, C,j e i - 1,N
C A L C U L O DE Gj e i-, j = 1,N ]
C A L C U L O  DO M O V O  N
C A L C U L O  DE Ü£ J  , j
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CH A M A R  
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TV ~ D I S C U S S Ã O  E A N A L I S E  DOS R E S U L T A D O S
Uma s o l u ç ã o  n u m é r i c a  n e c e s s i t a  de c o m p a r a ç a o  com 
a s o l u ç ã o  e x a t a  ou com dados e x p e r i m e n t a i s  para, d e t e r m i n a r  
seu grau de p r e c i s a o \  Nao sendo p o s s í v e l  o b t e r  s o l u ç ã o  exa~ 
ta p a r a  o s i s t e m a  de e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  íiao
l i n e a r e s , e m  estudo, t e s t a r - s e - â  a e f i c a c i a  do æ o d e l o  c o r .  
f r o n t a n d o - o  com dados e x p e r i m e n t a i s .
0 p r i m e i r o  teste teve como o b j e t i v o s  v e r i f i c a r  a 
t r a n s f o r m a ç ã o  das e q u a ç õ e s  p a r a  o sisteíjsa de c o o r d e n a d a s  
c u r v i l í n e a S j  as e x p r e s s õ e s  da v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a  e seu 
c o m p o r t a m e n t o ,  e t a m b é m  a c a l i b r a ç a o  e aju s t e  do m o d e l o *  Pa 
ra tanto foi r e p r o d u z i d o  o e s c o a m e n t o  niuna p l a c a  plana, com 
d ados e x p e r i m e n t a i s  de W i e g h a r t  (23)» ccttsiderand o-se o
raio de c u r v a t u r a  m u i t o  g r a n d e  de raodo a ^litainar os termos 
de c u r v a t u r a  que a p a r e c e m  nas e q u a ç õ e s .
C o n s e g u i d a  a p r e c i s ã o  d e s e j a d a  nos r e s u l t a d o s  do 
c a l c u l o  da p l a c a  plana, foi u s a d o  corno c a s o - t e s t e  o t r a b a  ~
■ lho e x p e r i m e n t a l  (18), t e n t a n d o  o b t e r  os 'paramètres do es ~ 
c o a m e n t o  t u r b u l e n t o  pa r a  as duas s u p e r f í c i e s  laterais, c ô n ­
c a v a  e c onvexa, a fim de a v a l i a r  a v a l i d a d e  do m o d e l o  p a r a  
c a l c u l a r  a c a m a d a  limite t u r b u l e n t a  em siíperfxcies curvas.
Os r e s u l t a d o s  o b t idos e pos ter iorsiiente a p r e s e n t a  - 
dos m o s t r a r a o  a e f i c i ê n c i a  do m o d e l o  p a r a  o e s c o a m e n t o  t u r ­
b u l e n t o  em s u p e r f í c i e s  curvas de p e q u e n a  cur v a t u r a ,  sem 
g r a d i e n t e  de pressão.
Vale s a l i e n t a r ,  que para d e f i n i r  as reais pos s i‘bi 1 i d ade s do 
p r e s e n t e  t r a b a l h o ,  p r e c i s a m - s e  r e a l i z a r  testes com escoataen 
to em s u p e r f í c i e s  de g r a n d e  c u r v a t u r a #  com g r a d i e n t e  ■ de 
p r e s s ã o  ou sem,, f a v o r á v e l  ou a d v e r s o  ao escoaiaento.
0 p e r f i l  i n i c i a l  de v e l o c i d a d e  tesi grande i m p o r t â n  
cia na c o m p u t a ç a o  da c a m a d a  limite t u r b u l e n t a ,  F a z ~ s e  mis ~ 
ter que sua e s p e s s u r a  6, e a d e r i v a d a  da v e l o c i d a d e  na p a r £  
de s e jam tao p r Õ x i m o s  o q u a n t o  p o s s í v e l  dos dados do e s c o a ™
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m e n t o ,  t e n d o  em v i s t a  a i n f l u e n c i a  d e s s e s  pafâraetros na, con 
v e r g ê n c i a  e p r e c i s ã o  dos dados c a l c u l a d o s -
Na r e p r o d u ç ã o  do e s c o a m e n t o  n a  p l a c a  plana, a títu
lo de i n v e s t i g a ç ã o .  Foi u s a d o  u m  p e r f i l  .^enoidal e, u m  p e r ­
fil d e d u z i d o  e x p e r i m e n t a l m e n t e  p a r a  o a l u d i d o  e s c ó a m e n t o .No 
c á l c u l o  da c a m a d a  limite u s a n d o  o p r i m e i r o  p e r f i l ,  o m o d e l o  
n e c e s s i t o u  de mais i t e r a ç õ e s  p a r a  coíivergir eai cada estação, 
até que o per f i l  c a l c u l a d o  se a j u s t a s s e  aos d a d o s  do e â c o a ~  
me n t o ;  ao p a s s o  que o p e r f i l  e x p e r i m e n t a l  alem de c o n v e r g i r  
p a r a  os dados do e s c o a m e n t o  nas p r i m e i r a s  e s t a ç õ e s ,  g a s t o u  
um t e mpo de c o m p u t a ç ã o  menor,
Na c o m p u t a ç ã o  da c a m a d a  limite do canal (18), p a ­
ra m e l h o r a r  a p r e c i s ã o  dos r e s u I t a d o s , foi n e c e s s á r i a  a 
c r i a ç ã o  de um p e r f i l  i n icial. Par O. í3. ír íí ^  i- O D ^ y ^ j 3- 
v e l o c i d a d e  o b t i d a  da e x p r e s s ã o  u'*" i» y'^i p a r a  a r e g i ã o  5 < y"*" 
^ 70 o b t e v e - s e  u da e q uação: u'*' « Á log + B» e pa-” 
ra o r e s t a n t e  da c a m a d a  limite ou s e j a  p a r a  y'*'<70 a v e l o c i  
d a d e  foi o b t i d a  através de u == (y/<5)^'^® onde A e B foratn de 
t e r m i n a d o s  de m a n e i r a  que a r e t a  u+ = A  log y ”^ + B c o n c o r  ~
d a s s e  c o m  os dois outros s e g m e n t o s  do p e r f i l .  Q u a n t o  ao e x ­
p o e n t e  ri, depois de i n v e s t i g a r  a p r e c i s ã o  dos r e s u l t a d o s  p^ a 
ra n igual a 7,6 e 5.5 v e r i f i c o u - s e  que com ú l t i m o  v a l o r  
de r| o b t e v e - s e  m a i o r  p r e c i s ã o  do Gf. c a l c u l a d o j  em r e l a ç ã o  
ao Cf. e x p e r i m e n t a l .
- No c á l c u l o  de í---o v a l o r  de Arii é de fun
d a m e n t a l  i m p o r t â n c i a  pois como e sabido, o g r a d i e n t e  de v e ­
l o c i d a d e  p e r t o  da p a r e d e  é m u i t o  grande, A s s c o l h a  do
d e v e  ser f e i t a  de m o d o  a a l c a n ç a r  o m a i o r  nurflero de p o n t o s  
p o s s í v e l  n e s s a  região, a fim de c o n s e g u i r  a m e l h o r  p r e c i  
sao no c a l c u l o  da d e r i v a d a  da v e l o c i d a d e  na parede. C o m o  se 
sabe a v e l o c i d a d e  de f r i c ç ã o  tem i n f l u ê n c i a  na e f i c á c i a  do 
m o d e l o ,  u m a  vez que a v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a  e s t á  a d i m e n s Í £  
n a l i s a d a  em termos de u'*’ e y'*'.
0 v a l o r  de Artj^ , p a r a  u m  d a d o  d e C e r m i n a  o nume'*
ro de pon t o s  do pe r f i l  de velocidade;, que e s t á  d i r e t a m e n t e  
l i g a d a  ao tempo de c o m p u t a ç ã o ,  já que este e o i n d i c a d o r
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da v i a b i l i d a d e  e c o n ô m i c a  do m o d e l o .
Nos dois casos testa d o s ,  u s a m o s  Atij b a s e a d o  e m
(14).
J u s t i ç a m o s  o u s o  de An = 0,25 t e ndo ero v i s t a  qüe a g e o m e ­
tria do canal é c o m p o s t a  de uma p a r t e  p l a n a  e o u t r a  c u r v a  
e que n o s s o  c a l c u l o  c o m e ç a  na p arte plana.
- No f u n c i o n a m e n t o  d este m o d e l o  n u m é r i c o  o 
v a l o r  de BK, r a z ã o  e ntre Ar), e Ar). i n f l u i  d i r e t a m e n t e  
no t empo de c o m p u t a ç a o  e n a  p r e c i s ã o  dos r e s u l t a d o s .  De 
a c o r d o  com C e b e c i  (14), p a r a  o e s c o a m e n t o  t u r b u l e n t o ,  BK 
po d e  a s s u m i r  v a l o r e s  de 1.01 a 1.05. De m o d o  a v e r i f i c a r  
o c o m p o r t a m e n t o  do m o d e l o ,  us a m o s  f o r a  d e s s a  f a i x a  ou 
seja: B K  = 1.09. P a r a  s a t i s f a z e r  a n e c e s s i d a d e  de p e q u e  - 
nos i n c r e m e n t o s  p e r t o  da p a r ede, a d o t a m o s  um  A'l^®0 . 0 0 1  , 
C o n s t a t o u - s e  que os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  d i v e r g i r a m  c o n s i d e  
r a v e l m e n t e  dos d a dos e x p e r i m e n t a i s .  Ora, como An^ é fun - 
ção do v a l o r  de BK, q u a n t o  m a i o r  for seu v a l o r  mais r á p i ­
do c r e s c e r ã o  os Ari,, . Se e s ses Ar|, , creseerera m u i t o  h a v e  
rã i m p r e c i s ã o  no c a l c u l o  das d e r i v a d a s  de u e £, o qua 
j u s t i f i c a  a d i y e r g i n c i a  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  ern r e l a ç ã o  
aos dados e x p e r i m e n t a i s .
- O u t r o  fator i m p o r t a n t e  e o i n c r e m e n t o  na  d i ­
reção"' Ç ,AÇ. P a r a  v a l o r e s  p e q u e n o  de AÇ, v ç r i f i c o u - s e  que 
o t e mpo de c o m p u t a ç ã o  i gr a n d e  ao p a s s o  que grandes AÇ 
d i m i n u e m  o tempo mas r e d u z e m  a p r e c i s ã o  dos r e s u l t a d o s
Na e s c o l h a  do i n c r e m e n t o  p a r a  os casos t e s t a d o s ,  d e t e r m i ­
namos o AÇ que c o r r e s p o n d e s s e  ao -• AX f Í s i c o  i g ual a es - 
p e s s u r a  da c a m a d a  limite.
A t a b e l a  abaixo, nos da u m a  ideiâ, do tempo de 
c o m p u t a ç a o  em fun ç ã o  da s u p e r f í c i e  e do i n c r e m e n t o  AÇ pa- 
r a S O e s t a ç õ e s :
TEMPO DE C O M P Ü Ï Â Ç Â O
C A S O
AÇ - 3000 AC - 6000
P. P L A N A 5' :30" 6 ’ :04"
S U P . C Ô N C A V A 6 ’ : 22" 6 ‘ :04”
S U P . C O N V E X A 5' , :44" 6*' :04"
A ta b e l a  ab a i x o  nos m o s t r a  o n u m e r o  de e s t a ç õ e s  
c a l c u l a d a s  por u n i d a d e  de tempo.
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C A S O
N9 DE E S T A Ç Õ E S  P / M I N
AÇ - 300 - 6000
P. P L A N A 9.09 8.24
SUP. C Ô N C A V A 7.85 8.24
SUP. C O N V E X A 8.72 8 - 2 4
4.1 Pe r f i s  de v e l o c i d a d e  e
No a p ê n d i c e  C, e s t ã o  a p r e s e n t a d o s  os g r á f i c o s  ' 
dos r e s u l t a d o s ,  c a l c u l a d o s  pelo m é t o d o  riuracrico, c o m p a r a -
/ T C N
do com dados e x p e r i m e n t a i s  de de (23).
A s e ção Cj^apresenta g r ã f í c o s  v e l o c i d a d e s
u e V em fu n ç a o  de ( y/ô) , para^ a p l a c a  p l a n a  e p a r a  as 
s u p e r f í c i e s  do canal (18). A n a l i s a n d o -  se os v a l o r e s  de u 
p l o t a d a s  p a r a  a p l a c a  p l a n a  e c o m p a r a n d o ~ 03 com os r e s u l -
r\
tados obtidos por (23), v e r i f i c o u - s e  não e x i s t i r  d i f e r e n ­
ça nos r e s u l t a d o s  c o n s e g u i d o s  pelo p r e s e n t e  m o d elo. Quan_ 
to ã v e l o c i d a d e  v, cujo v a l o r  p l o t a d o  . e da d o  por
v= (
V  -
— ) , ë i m p o r t a n t e  s a l i e n t a r  que sua. d i s t r i b u i ç ã o  
N
em r e l a ç a ô  a (y/ô) foi q u ase p r ó x i m a  do linear nos casos 
c o m p u t a d o s .
Os g r á f i c o s  da seçao C,, r e p r e s e n t a m  as curvas 
u p l o t a d a s  em r e l a ç ã o  ao log y^, c o n t r a  os dados e x p e r i ­
m e n t a i s  tirados de ^^3) ^ p l a c a  p l a n a  e de p a r a  
o canal. Nos m e s m o s  g r á f i c o s  a p a r e c e m  t r a ç a d o s  os p e r f i s’ 
de v e l o c i d a d e ,  1o g a r í t i m i c o s , dados pelas equações:
u
> 5 .
y p a r a O ^ y  < 5 e u  log(y ) + B p a r a
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A  s e ç a o  m o s t r a  g r á f i c o s  d a  v i s c o s i d a d e  t u r b u  -
l e n t a  e d o  t e n s o r  d e  R e y n o l d s  e s c o l h i d a s  a X e a t o r  i a n i e n t e . N a  
a n á l i s e  d o s  r e s u l t a d o s ,  o r a i t i u ~ s e  c o m e n t á r i o s  s o b r e  o c o m p o r  
t a m e n t o  d a  v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a  p a r a  a p l a c a  p l a n a  u m a  vez 
q u e  o r e f e r i d o  m o d e l o  c o n t a  c o m  b a s t a n t e  t r a b a l h o s  a n a l i s a n ­
d o  s u a  v i a b i l i d a d e  e d e s e m p e n h o ,  c o m o  p o r  e x e m p l o :  C e b e o i ( 1 7 ) ,  
A n a l i s a n d o - s e  o c o m p o r t a m e n t o  d o s  v a l o r e s  d a  v i s c £  
s i d a d e  t u r b u l e n t a ,  o b t i d a s  n u m e r i c a m e n t e ,  p a r a  o c a n a l  
o b s e r v o u - s e  q u e  ao l o n g o  d o  e s c o a m e n t o  ísouve u m  c r e s c i m e n t o  
d o s  m á x i m o s  p a r a  o e s c o a m e n t o  n a  s u p e r f í c i e  c ô n c a v a  e ura d e ­
c r é s c i m o  d e s s e s  m á x i m o s  ao l o n g o  d a  s u p e r f í c i e  c o n v e x a .
Q u a n t o  ao p o n t o  y c ,  o b s e r v a m o s  q u e  e l e  s e  m a n t e m  
f i x o  p a r a  o c a s o  d a  s u p e r f í c i e  côncavaj, o c o r r e n d o  s e m p r e  a 
m u d a n ç a  p a r a  y / 6  = 0 . 1 5 .  N a  c o n v e x a  hoi.ive u m a  ô s c i l a ç a o  e n  - 
t r e  y / ô  = 0 . 1 4  e y / 6  = 0 . 1 5  a t é  a e s t a ç ã o  1 5 0 ,  q u e  c o r r e s p o n _  
d e  a u m a  d i s t â n c i a  d e  2 6 c m  da. o r i g e m .  A  p a r t i r  d a í  h o u v e  u m a  
e s t a b i l i z a ç a o  n a  m u d a n ç a  q u e  o c o r r e u  e m  y / 5  ~ 0 . 1 4 ,
A d i f e r e n ç a  e n t r e  o p o n t o  y c  d a s  d u a s  s u p e r f í c i e s  
é e x p l i c á v e l .  J a  f o i  v i s t o  a n t e r i o r m e n t e  q u e  a s u p e r f í c i e  
c o n v e x a  d i m i n u i  a t u r b u l ê n c i a  e q u e  a c ô n c a v a  a a u m e n t a . L o ” 
go ,  e m  c o n s  e q u é n  c i a d i s s o o c o m p r i m e n t o  d e  r a i s t u r a  v a i  s o  ~ 
f r e r  i n f l u ê n c i a  d o  e f e i t o  de c u r v a t u r a ,  F o r t a i > t o  c o m o  o v a  - 
l o r  de ( y / ó ) ,  o n d e  se d á  a p a s s a g e m  d e  ( 2 . 3 9 )  p a r a  ( 2 . 4 2 )  , 
é m e n o r  p a r a  a Sup, C o n v e x a  d o  q u e  p a r a  a c o n c a v a j  c o n c l u i u  ™ 
se q u e  o c o m p r i m e n t o  d e  m i s t u r a ,  d a d o  p o r
£ == y 1 - e x p  ( - y / A )  1 ( 4 . 1 )
W .  - í  l
é m a i o r  p a r a  a s u p e r f í c i e  c ô n c a v a  o q u e  e s t a  d e  a c o r d o  com 
as c o n c l u s o e s  d o  R a m a p r i a n  ^ ^ 8 ) ^
0 t e n s o r  t u r b u l e n t o  f o i  p l o t a d o  à & d u a s  m a n e i r a s  
d i f e r e n t e s .  N u m a ,  t r a ç o u - s e  o g r á f i c o  p a r a  r e g i ã o  p e r t o  * 
d a  p a r e d e  c o m p a r a n d o - o  c o m  o t e n s o r  l a m i n a r .  O b s e r v a - s e  a
c o e r e n c i a  d o s  r e s u l t a d o s ,  l e m b r a n d o - s e  q u e  n a  p a r e d e  C ' ' e
" ( e )
z e r o  e s u a  c n 3?va t e m  o c a r a t e r  c r e s c e n t e » e n q u a n t o  C t e m
o c a r á t e r  d e c r e s c e n t e ,  a t i n g i n d o  n a  p a r e d e  o seu m á x i m o  e
q u e ( Ç t o t a l / ^ p ) ~ l .
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onde os v a l o r e s  de A são 5.48 e 5,6 p a r a  a p l a c a  p l a n a  e o 
c anal r e s p e c t i v a m e n t e .  D a  m e s m a  f o r m a  os v a l o r e s  de B s i o ; 4 . 9  
e 5.5.
A n a l i s a n d o  os g r á f i c o s  da s e ç ã o  C 2 o b s e r v o u - s e  ’ 
nos r e s u l t a d o s  o b t idos da c o m p u t a ç ã o  do cânal ^ 1 ®), h o u v e  
u m a  p e q u e n a  d i s c r e p â n c i a  entre os v a l o r e s  c a l c u l a d o s  pe l o  
p r e s e n t e  m o d e l o  e os dados e x p e r i m e n t a i s .
4 . 2“V i s c o s i d a d e  T u r b u l ê n c i a  e ï e n s o r  de R e y n o l d s
Co m o  p r i m e i r a  t e n t a t i v a  de d e s e n v o l v e r  um ifiodelo 
m a t e m á t i c o  p a r a  c a l c u l a r  a c a m a d a  limite t u r b u l e n t a  em super_ 
fícies curvas, e x p e r i m e n t o u - s e  as r e l a ç õ e s  e m p í r i c a s  (2.39 ) 
e (2.42), d e s e n v o l v i d a s  p a r a  s u p e r f í c i e s  p l a nas, como m o d e l o  
m a t e m á t i c o  da v i s c o s i d a d e  t u r b u l e n t a .  A laudaaça da eq, (2.39) 
que i u s a d a  pa r a  a r e g i ã o  p r ó x i m a ,  d a  p a r e d e ,  p a r a  a eq.
(2.42) u s a d a  p a r a  sempre se dS era yc que e o p o n t o  onde os 
v a l o r e s  das e q u a ç õ e s  se igualam.
V e j a  a f i g u r a  abaixo.
FIG . 4 -  E x p r e s s õ e s  da V i s c o s i d a d e  T u r b u l e n t a .
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O u t r o  g r á f i c o  do tensor de R e y n o l d s  foi t r a ç a d o  em fun - 
ção de ( y / 6 ), Sua t e n d ê n c i a  e s t a  de a c o r d o  com os re~ 
s u l t a d o s  o b t i d o s  por R a m a p r i a n  (18), pois o te u s o r  t u r b u  
lento que ê fu n ç ã o  da v i s c o s i d a d e  G e do g r a d i e n t e  ' d e  
v e l o c i d a d e  __ 9u , c r e sceu ao loogo do e s c o a m e n t o  p a ­
ra a s u p e r f í c i e  cÔncava, e d e c r e s c e u  p a r a  a convexa.
4 . 3 -  C o e f i c i e n t e  de F r i c ç ã o .
Na seçao C^  ^ e s t ã o  p l o t a d o s  os g r á f i c o s  
do c o e f i c i e n t e  de f r i c ç ã o  p a r a  os casõs a n t e r i o r m e n t e  
tados, c a l c u l a d a s  de três m a n e i r a s  d i f e r e n t e s .  A c u rva 
cujo s í m b o l o  p l o t a d o  e o p o n t o  ( . ) c o r r e s p o n d e  a e q u a ­
ção .
Cf = 0.592 r "® * ^  (4.2)
6
onde, ê o n ú m e r o  de R e y n o l d s  em r e l a ç ã o  a Ç.
A s e g u n d a  c u r v a ,. p 1 o t a d a  p e I o  s í m b o l o  (*), 
é c a l c u l a d a  p e l a  e x p r e s s ã o  e m p í r i c a  que se segue;
Cf = 0.246 X (4.3)
onde o H ê o fator de f o r m a  e é o tiúmero de R e y n o l d s  
b a s e a d o  na e s p e s s u r a  de m o m e n t o .
A o utra m a n e i r a  de c a l c u l a r  o c o e f i c i e n t e  
de f r i c ç ã o  é u s a n d o  a e q u a ç ã o  abaixos
Cf 2 u* 2
----- - ) (4.4)
U 00 (x)
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onde u* é o c a l c u l a d o  pelo mode lo.
U sa n d o  (4.4), obtein-se uma  p e q u e n a  d i f e r e n ç a  na  
detejininaçao do Cf em r e l a ç ã o  aos dados e x p e r i m e n t a i s ,  
do ao fato do c al cu lo  da v e l o c i d a d e  de F r i c ç ã o ,  qu e e f u n ­
ção da d e r i v a d a  da v e l o c i d a d e  na par ede . P a r a  c a l c u l a r
3 Vi
(-------- ) ^ u s o u ~ s e  4 pontos do p e r f i l  de v e l o c i d a d e  p a r a
a p l a c a  p l a n a  e u m p o n t o  p a r a  o canal ' ’ . A p e s a r  de ser 
u m a  e q u a ç ã o  e x p e r i m e n t a l ,  (4.3) c o n s e g u e  m e l h o r  a p r o x i m a  
çao u m a  vez que o c a l c u l o  do Cf, e n v o l v e  to dos os po n t o s  do 
p e r f i 1 d e V e 1 o c i d a d e .
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5 . 1 . C O N C L U S Ã O
0 o b j e t i v o  do p r e s e n t e  t r a b a l h o  foi te sta r um 
de l o m a t e m á t i c o  p a r a  a s o l u ç ã o  da c a m a d a  liiaite t u r b u l e n t a  
em s u p e r f í c i e s  curvas. 0 sis te ma , c o m p o s t o  <la.s e q u a ç õ e s  de 
m o v i m e n t o ,  da c o n t i n u i d a d e  e de um m o d e l o  p a r a  a v i s c o s i d £  
de t u r b u l e n t a  foi r e s o l v i d o  pe lo  m e t o d o  núnierico da trí ™ 
di a go n a l .  Com  re l a ç ã o  ao r e f e r i d o  algorxtraOs v e r i f i c o u -  se 
sua  s e n s i b i l i d a d e  ao pe r f i l  i n i c i a l  de ve loc idade , aos in, "• 
c r e m e n t o s  An e AÇ, e ao fator BK.
C o m p a r a n d o - s e  os r e s u l t a d o s  o bt ido s com os d a do s
í 1 B1
e x p e r i m e n t a i s  dadas por S h i v a p r a z a d   ^ ‘ , foi p o s s í v e l  ob - 
sers ar d i s c r e p â n c i a s  nos r e s u 1 1 ad os d a v i s c  osid ade t u r b u - 
lenta, no p e r f i l  de v e l o c i d a d e  u e no texisor t u r b u l e n t o  , 
Co m  r e l a ç ã o  ao c o e f i c i e n t e  de f r i cç ão ,  d e v i d o  ãs c ar ac t e - 
r i s t i c a s  do e s c o a m e n t o ,  sem g r a d i e n t e  de p r e s s ã o  e pequena, 
c u r v at ur a;  e do pe r fi l i nic ia l, foi c o n s i d e r a d a  p e q u e n a  a 
d i s c r e p â n c i a  entre os dados comparado,s.
Da anali se  dos r e s u l t a d o s  foi p o s s í v e l  c o n c l u i r  
o s e g u i n t e  :
- O b s e r v a n d o - s e  os v a l o r e s  da v i s c o s i d a d e  t u r b u ­
lenta p a r a  a r e g i ã o  p r ó x i m a  a p a r e d e  ob t i d a s  
e x p e r i m e n t a l m e n t e  v i mo s que a equaçiio (2.39) 
p r e c i s a  de um  aju ste  p a r a  levar em c o n s i d e r a  " 
çao o e f e i t o  de c u r v a t u r a .  É irttaress ante t a m ­
bé m u m a  f e r i f i c a ç ã o  na c o n s t a n t e  uraa vez
A,
que este v a lo r u s a d o  foi o b t i d o  pa r a s u p e r £ í  ~ 
cies planas.
~ A e q u a ç a o  (2.42), pa r a a re gi ã o ”oute,r", s e n d o  
a p l i c a d a  d es de 0.2 6 até u ~ 0. 9 89 99 ,  tem u m a  
i n f l u e n c i a  m u i t o  gra nd e no c a l c u l o  da cam ad a 
l i m i t e , e com m a i o r  r az ao ainda, p r e c i s a  de um  
es t u d o  que a torne capaz de levar ern considera, 
çao o e f e i t o  de cur va tu ra .
4 7
Os r e s u l t a d o s  ob t i d o s  com o p r e s e n t e  m o d e l o  nã o 
são t o t a l m e n t e  d e s p r e z í v e i s .  IJni p e q u e n o  refina-” 
m e n t o  nas h i p o c e s e s ,d a V i s c o s i d a d e  e um p e r f i l  
i ni c i a l  mais proxim, dos dados do e s c o a m e n t o  e 
o b t e r e m o s  bons r e s u l t a d o s  p a r a  s u p e r f í c i e s  de 
p e q u e n a  c ur vat ur a.
5.2 . S u g e s t o e s  p a r a  t r a b a l h o s  futu ros
V i s a n d o  c o n t i n u a r  o e s f o r ç o  p a r a  d e s e n v o l v e r  o es 
tudo da t u r b u l ê n c i a  aqui no Br as il , de m o d o  a qye n u m futu 
ro te nh am os  co n di ç õ e s  de p a r t i r  p a r a  a p l i c a ç õ e s  p r a t i c a s  
s u g e r e - s e  o seg uin te :
0 p r e s e n t e  m o d e l o  s e j a  t e s t a d o  p a r a  outras s u p e r ­
fí cies de p e q u e n a  c u r v a t u r a  sem, g r a d i e n t e  e cora g r a d i e n t e  
de pressão.
V e r i f i c a r  a a p l i c a b i l i d a d e  do niodelo p a r a  s u p e r f í  
cies de grande c u r v a t u r a  como por e x e m p l o  : C i l i n d r o  e o 
canal de So Mellor^^^''
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A P Ê N D I C E  A
Por d e f i n i ç ã o  a m e d i a  em r e l a ç ã o  ao teiapo de u m a  gran~- 
de z a A i dada p e l a  eq. (2.7).
A ( T  + L) dL (2.7)
A p l i c a n d o  (2.5) e (2.6) a (2.1) obteffi~se
f (u + u') ---—  (u + u*) + (v + v') (u + - «’') +
9x 9y
(v + V ' ) (u + u ' )
f âp
R p 9x




(u + u ' ) ------ (u + u ' ) ->■ 2
R 3x
(v + V ' )
f^ dR f^ d R  9 9^
-  (v + V ' ) +
R^ dx R d X 9 X
(u -i- + ----- (u + u ’)
3y^-
(A~l)
I ntrodu zindo~s e (2.7) em (A-^I) e a,pos s i m p l i f i c a ç õ e s
t e m - s e :
.p - 9u - 9u f  -  -  ^ 
f  u  ----------- +  V ------------- + --- --------- u  V  +  f 3 (2 á —f-------i j ,  * -  + , ----------- ------------------ V ’  u ’  +
9x 9y P. 3x 9y
2f







f ___9u___ ^_ui^ 2f^ 8v
R 3v R E 9x
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dR dR 3u 3 '-ti---------- ---------------------- y  4 . -----------. y  — ------------ -------- --- ----------------- -í- ------------------------
R-" dx R
2 dx 9x 9y'
( 2 . 11 )
que i a e q u a ç a o  do m o v i m e n t o  ria d i r e ç ã o  k .
A p l i c a n d o  (2.5) e (2,6) a (2,. 2) ob tem-se:
f (u+u') ---(v+v') + (v+v*) -------- (v+v*) ~ (u+u')^
9x 3y
R
1 dP , 3^ 2 f’ S’
----------- + V --------  ( v + v * )” — (u + u*)





(v+v ' ) +
dR
(u+u ’ ) +
dR
r 2 dx R “" dR
(v+v') ( A - 2)
I n t r o d u z i n d o - s e  (2.7) em (A*-2) e, e f e t u a d a s  a l gu ma s 
















■3 7 ^ R Ôx
u + I I  ^ dR 8 v’
r 2 ^ dx 3x
, 3.v'"= , u*v.' , .v.'^  , f
■ f ---:----- f —Tt:---- -- f -- ---- + —-----u
. t 2
dy 3x R R
( 2 . 1 2 )
que ê c o m p o n e n t e  da eq. dp m o v i m e n t o  na  à i x e ç & ú  y.
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A.2 - Analise da ordem de grandeza dos termos 
de (2.11) e (2.12) .
De ac o r d o  com (2.13), (2.14) e (2.15) podemos 
escrever (2.11) da s e g u i n t e  m a n e i r a ;
0 ( l ) 0 ( ü ^ )  , . 0 (v)O(u) ^ Q ■ _1 . o ( v ) 0 ( ü )
L,O(L^) 0(L2)
+ V
0 ( Ú ) , 1 
0 ( L p  OÍL^)
/
0 ( u )
O Í L j,)
.  0(1) o(Ar) ^
P O(L^)
0 (v ) ^
- 0 0 ( 1) 0 (v ) + 0 0 ( L 2 > 0 ( 1 )
■l /
0 (u ) 
o í l ^)
-  0 ( 1 ) _OCfclL. - Rxy 0(Z^ ) _ q /  1




A p l i c a n d o - s e  (2.17) era (A'*3) taremos.
0(Li) O(L^) 0 ( L j )  0 ( L p 0(Lj)
0(u)








o d ^ ) O(Li)
Q(u)
0 (L | )
0 ( ^ 2 )
O(L^)
0(u)
0 ( L p
0 (^2 )
0(Li)
O L  All- ~ R -
O ( L ^ ) o a p
o(L^)
(A-4)
O n d e ,
u ' V '
xy
- Í
M u l t i p l i c a n d o - s e  (A-3) por —

















0 ( u ) 0 ( L p
0(^2)
o a ^ )












D e s d e  que s a b e m o s  que o v a l o r  de R^^ ( c o e f i c i e n t e  de c o r r e l a ç ã o )  
e s t a  c o m p r e e n d i d o  e ntre zero e u m  ( 0 <  R . ,< 1) e e s p e r a m o s  u m a  
a l t a  c o r r e l a ç ã o ,  a s s u m i r e m o s  R^j de ordein 1,
0 n ú m e r o  de R e y n o l d s  b a s e a d o  em e l e m e n t o s  do e s c o a m e n t o  t e r a  a 
o r d e m  de m a g n i t u d e  igual a:
V
(A >6)
D e s d e  que nos interesfsa o e s c o a m e n t o  v i s c o s o ,  os termos de visc_o 
s i d a d e  d a  e q u a ç ã o  do m o v i m e n t o  que t e r s o  i n f l u e n c i a  no e s c o a m e n ­
to o b r i g a m  a que o n u m e r o  de R e y n o l d s  t e n h a  a o r d e m  p e l o  *menos




Das c a r a c t e r í s t i c a s  das f l u t u a ç õ e s  de v e l o c i d a d e  nos saliemos
que a o r d e m  de g r a n d e z a  de 0
a 0
\ u ‘
pode ser p e l o  m e n o s  igual
'1 /
Bas e a d a s  nas c o n c l u s õ e s  a c i m a  f a r e m o s  a a n a lise  
de cada termo da e q u a ç a o  do " m o m e n t u m” na d i r e ç i o  x;
5 4
f V u = i----í---)<<< 0(1)
R
.2- L
















_9iL_ ^ 0 (— L_ )o (._ ? - - ) < < < 0 ( 1 )
3u
3 X /
0 (— ) <<< 0(1)
2 \
9y /
L 1  L L




u<v' 0 (------ )0 (— ----)<<< 0(1)
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B a s e a d o s  na analise feita acima e desprezando-se os termos de or 









Otenção da componente da e q u a ç ã o  do ■mom.ento na díre  
ção y para regime turbulento.
Aplicando (2.5) e (2.6) a (2.2) vatüos tar :






I L ^  (v + v') - ---< ü + u') +
3 y ' R 3x
+ _ 1 _  ---(v + V* ) + f"-
3^
R 9y 3x'
(v + v ’> - i—~ (v + v ' )
dR
(u + u ' ) +
dR 9
dx R'^  dx 3x
( v  +  V * ) (A-7)
Tomando-se a media em relaçáo ao teaipo, eq. (2.7), ® 
u s a n d o  procedimento anãlogo ao us o  para (A.l) iremos ter a se ~ 
















A . 3 - A n a l i s e  da o r d e m  de g r a n d e z a  d o s t ermos 
da eq. (2.12)
T e n d o  em v i s t a  as eq, (2.13) e (2.15) podeinos 
e s c r e v e r  (2.12) do s e g u i n t e  modo:
Oív) ^ 0 ( v )  0(u^ ) 








0 ( L p  0 ( L p  0(L^ L 2 >  O i L p  0(1,J) O(L^)
0 ( v ) (0 2)
0 ( l ^ ) 0 ( l J)
_ - R 0(^") „ 0(^') 4 PSill (a~8)
O Í L p
xy O(h^) 0(Lj) O(L^)
I n t r o d u z i n d o -se agora (2.16) e m ( A ~ 8 ) , tere m o s
0(Ú") 0(^2) ^ Q(Ü") 0(^2) _ O(u^) 





0 (ü) 0(^2) _ 0 (u) _ 0 (u) 0(u) ...0 ('"2) ^






0 ( l J) 0 ( L p  O(L^)
OCX")




o a ^ )  _ o g - )  ^ o(n^)
O(L^) O(L^) 0(L,
(A-r9)
V a mos m u l t i p l i c a r  (A-9) por 0(Lj) / O(u^)
'(O(L^) / OCL^))
F i c a r e m o s  com a s e g u i n t e  e q u a ç a o ;
0(1) + 0(1) + 0 (---~ ) = ----
L, pO(Ji2)
0 ( 1 )  ^ ____ÍL
O i L p  0 ( í ) 0 ( L ^ )
0 (-
-j L




■ o ( ú M
0 ( i i l  0 (-ii-) - 5 i p .  . 0(.-K  ..)
O(ú^)
. ..QÍÜ.I 0 ( 
0(Ü2)
(A-10)
Na d e d u ç ã o  d a  e q . n a  d i r e ç ã o  x c h e g a m o s  a c o n c l u s ã o  
que o n ú r e m o  de R e y n o l d s  é da o r d e m  de  ^ ^ e nt ã o ,  os te r m o s
v i s c o s o s ,  c o m p a r a d o s  com a o r d e m  de m a g n i t u d e  dos termos t u r b u ­
lentos, p o d e m  ser d e s p r e z a d o s  t e ndo em v i s t a  que p a r t i m o s  do 
p r e s s u p o s t o  que ® p e l o  m e n o s  dô o r d e m  de  ^ '^'1 ^
u^ ^2
E n t ã o  (A-IO) r e d u z - s e  a:
- 0 (— !-)= - o(ii=^) . o (-!:1-)h- - A l i Ü .  .0 R
0(Ü2) 0(u2) o(u')
. O ( ^ )  - - H p .  . 0 ( A _  )
O(.u^) L- O(Ü^)




- 0(1) . - 0 ( - ^  ) - “í i Ü  0 ( ^ )  - K 2 1 ^
0(u^) 0(u") 0(u )
O(ü^) O(u^)
C o n t i n u a n d o .
0(1) = - 2 1 ^ ^  0 (•--- ~ )  - 0 .(---- R^„ 0 (— ) - 0(— ) +
P0(u") L 2 ^
+ 0 (— ^ )  (A-13)
F i n a l m e n t e  p o d e m o s  c o n c l u i r  que:
_  (2.9)
R p 9y 3y
59
A P Ê N D I C E  B
T R A N S F O R M A Ç Ã O  DAS E Q U A Ç Õ E S
B.l - A d i m e n s i o n a l i z a ç ã o  da e q . do m o v i m e n t o  e c o n t i ­
n u i d a d e .
A p a r t i r  da d e f i n i ç ã o  das v a r i á v e i s  a d i m e n s i o n a i s  d a ­
das abaixo, v a m o s  s u b s t i t u í - l a s  nas e q u a ç õ e s  do m o m e n t o  e da 







E q u a ç ã o  do m o m e n t o .
S u b s t i t u i n d o  (B-1) e (B-2) em (2,45) v a m o s  obter;
fu Ul, (x) —^  
8x





















D i v i d i n d o - s e  (B-3) por ü ^ ( x ) , e d e p o i s  d e  a l g umas s i m ­
p l i f i c a ç õ e s  t eremos:
60
C  ^  “  J .fu --  +
fu^ 9u
J i i í —  +  V  —
8x U „(x) 3y ü „ ( x )  - U „ (x)








3 u f u
u^(x)  3y \ 9 y  R i 00 ' '
U^(x) 9y
/
e ■ 9u f u
\ 3 y  e / _
(B-4)
E q u a ç ã o  da C o n t i n u i d a d e
A p l i c a n d o  (B-1) e (B-2) em (2.9) e, d i v i d i n d o - a  p o r  
Ü (x) o b t e r e m o s  a e q u a ç ã o  que se segue:
£ t 3V. . í i  = 0
9x U^(x) dx 9y R







( 2 0 "  V
(B - 6 ) e ( B - 7 )
L e m b r a n d o  que Ç é f u n ç ã o  de x e n de x e y t emos
9 ( )_ 9( )
9x V ■ 9Ç
(B-8)
9y v ( 2 Ç ) "  3n
(B-9)
A n t e s  de i n t r o d u z i r  as e x p r e s s õ e s  a c i m a  nas e q u a ç õ e s  
do m o v i m e n t o  e da c o n t i n u i d a d e ,  v a m o s  d e f i n i r  a v a r i ã v e l  v cjo 
mo :








I n t r o d u z i n d o - s e  as e x p r e s s õ e s  (B-6) , (B-,7) 
(B-8), (B-9) e (B-10) nas e q u a ç õ e s  do m o m e n t o  e da  c o n t i n u i ­







U o o ( x )
dUoo(x)
dx

















3n 3n - n 3n V  ^ 3n Rn j
(2-49)






que i a e q u a ç ã o  da c o n t i n u i d a d e  a d i m e n s i o n a l i z a d a .
B.2 - A d i m e n s i o n a l i z a ç ã o  do m o d e l o  d a  v i s c o s i  












( B - 1 3 )
onde u e a v e l o c i d a d e  de f r i c ç ã o  que e d a d a  por:
S u b s t i t u i n d o - s e  (B-11) (B- )
V
j „ + Ru 
onde R = ------
1 - E X P  í -
2 6 r ""
V
(B-51)
A n a l o g a m e n t e ,  u t i l i z a n d o - s e  das e x p r e s s õ e s  
(C-11) (C-12) e (C-13) o b t e r - s e - á  a e q . a d i m e n s i o n a l i z ^  
da p a r a  o m o d e l o  de C l a u s e r .






B.3 - M o d e l o  em d i f e r e n ç a s  f i n i t a s
De m o d o  a s i m p l i f i c a r  as e q u a ç õ e s  v a m o s  d e f i n i r
e m  = — ^  , C S I M  = , P R E S M  = . d l M j ü  )
V U„„(x) dÇ 1 + 1/2, J
T S I M  = (f .CSIM) . , , P R E S l  = T S I M  ---- -— — (1 - u) ,
P R E S 2  = T S I M
dUoo(x) f u‘









dn , C U R V 2  = C S I M  (—^ )
Ç Rn
(B-14)
S u b s t i t u i n d o  (B-14) na e q . do m o v i m e n t o  no p o n t o
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A P Ê N D I C E  C
N o m e n c l a t u r a  u s a d a  nos g r á f i c o s  deste A p e n d i c e
U V E L  - V e l o c i d a d e  ad imens i on a 1 , xi/Uas
VE L - V e l o c i d a d e  v e r t i c a l  adiraensional, a m p l i a d a
U PL US - V e l o c i d a d e  de f r i c ç ã o  u*
T TU RB - Te ns o r t u r b u l e n t o
T V I S C  - T e n s o r  laminar
T T O T A L  - Soma dos te n so re s l a m i n a r  e t u r b u l e n t o
U S TA R - V e l o c i d a d e  de F r i c ç ã o  u*
D E L T A  - E s p e s s u r a  da c am a d a  limite
VIS - V i s c o s i d a d e  c i n e m á t i c a
S E Ç A O
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Gr á f ic os  da V i s c o s i d a d e  Turbulenta,, do tensor 
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